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Stochastische Simulationen

Wolfram Liebermeister



Viele Vorgange sind vom Zufall bestimmt




Wie kdnnen wir komplizierte Zufallsvorgange simulieren?




Stochastische Prozesse

Wie simuliert man biochemische System stochastisch?

Schnelle Simulationsmethoden fur groBe Systeme
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Stochastische Prozesse beschreiben Geschichten
und thre Wahrscheinlichkeiten
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Stochastischer Prozess
Eine Menge alternativer Geschichten (Zeitverlaufe) versehen mit Wahrscheinlichkeiten



Position x

Diskrete und kontinuierliche stochastische Prozesse
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Position x

Diskrete und kontinuierliche stochastische Prozesse
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Markow-Prozesse sind Prozesse “ohne Gedachtnis”
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Ein einfacher Markowprozess: der diskrete Random walk

Sir Francis Galton
(1822-1911)




Ein einfacher Markowprozess: der diskrete Random walk
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Ein einfacher Markowprozess: der diskrete Random walk
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Der Wienerprozess beschreibt die Brownsche Bewegung
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Albert Einstein Norbert Wiener
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Monte-Carlo-Methoden erlauben die Berechnung
von Integralen und Wahrscheinlichkeiten

Y
Flachenbestimmung durch Monte-Carlo-Sampling 'm*x1
Relative Flache M/4 = [Punkte im Vierteilkreis] / [Punkte im Quadrat] o ¥ s
X i al Ll
- Punkte aus Pseudozufallszahlen i
« “Wahrscheinlichkeitexperiment” - Streuung der Ergebnisse a7 J
« Schatzwerte sind binomialverteilt! -




Monte-Carlo-Methoden erlauben die Berechung
von Integralen und Wahrscheinlichkeiten
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Monte-Carlo-Simulationen in der Stochastik

* Verteilung wird genahert durch groRe Menge von “Geschichten”

» Statistik Uber Prozess? — Statistik Uber Realisierungen!

» Sehr verbreitete Methode (Borsenkurse, Meteorologie, Bayes-Statistik)




Stochastische Prozesse

Wie simuliert man biochemische Systeme stochastisch?

Schnelle Simulationsmethoden flr groBe Systeme



Wie fluktuieren die Proteinmengen in Zellen?

Topoisomerase 1 in Krebszellen (YFP-markiert)

Sigal et al (2006) Variability and memory of protein
levels in human cells. Nature. 444(7119):643-6.



Wie fluktuieren die Proteinmengen in Zellen?

Topoisomerase 1 in Krebszellen (YFP-markiert)
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Sigal et al (2006) Variability and memory of protein
levels in human cells. Nature. 444(7119):643-6.



Ratengleichungen beschreiben eine deterministische Dynamik

Annahme:
Systemzustand (Konzentrationen) entwickelt sich kontinuierlich und deterministisch
Das heilst: Momentanzustand legt zukunftiges Verhalten fest.

“Genaue” Raten liefern deterministische Ratengleichungen

Allgemeine Ratengleichung

Ratengleichungen:
(gewohnliche Differentialgleichung):

— X — de,

—— = Vg — Uz C
‘/ a0 HeCe de; (1)

= ngvc)

—>~y—|- dCy dt

— = ky g — [y Cy !



Ratengleichungen beschreiben eine deterministische Dynamik

Annahme:
Systemzustand (Konzentrationen) entwickelt sich kontinuierlich und deterministisch
Das heilst: Momentanzustand legt zukunftiges Verhalten fest.

“Genaue” Raten liefern deterministische Ratengleichungen

Ratengleichungen: Allgemeine Ratengleichung
(gewohnliche Differentialgleichung):
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Zufallsprozesse lassen die Teilchenzahlen schwanken

Teilchenzahlen X;

MRNA —X— X O

{ %N

Protein ~ ~ Y " Yy 0<=—=1<=-2 =3 <=



Zufallsprozesse lassen die Teilchenzahlen schwanken
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Zufallsprozesse lassen die Teilchenzahlen schwanken
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Wie lange dauert es bis zur nachsten Reaktion?

Zweizustandssystem



Wie lange dauert es bis zur nachsten Reaktion?
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y: protein amount (molecules)

n w A~ O O

Wie bestimmt man die nachste zufallige Reaktion?
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1. Gesamtubergangsrate ergibt sich aus Summe a —
der einzelnen Ubergangsraten

- Wartezeit T exponentialverteilt mit Parameter a
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y: protein amount (molecules)

Wie bestimmt man die nachste zufallige Reaktion?

1. Gesamtubergangsrate ergibt sich aus Summe a —
der einzelnen Ubergangsraten

- Wartezeit T exponentialverteilt mit Parameter a

o 1 2 3 4 5
x: mMRNA amount (molecules)

2. Welcher Ubergang findet tatséchlich statt?
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Der “Gillespie”-Algorithmus

Daniel T. Gillespie

Stochastischer Simulationsalgorithmus (“direkte Methode”)

1. Wahle den Zustand fur Zeit t = 0
2. Simuliere das nachste Reaktionsereignis

(a) Bestimme alle moglichen Reaktionen / und berechne ihre Raten a,
und deren Summe a. Daraus ergibt sich die typische Wartezeit T = 1/a.

(b) Berechne die Wartezeit T bis zum nachsten Reaktionsereignis:
ziehe die Zufallszahl T aus einer Exponentialverteilung
mit Konstante a (d.h. typische Wartezeit T .= 1/a).

(c) Entscheide, welcher der moglichen Ubergénge geschieht:
Zufallsentscheidung mit Wahrscheinlichkeiten P(/) = a /a

3. Weiter bei (2.) bis gewunschte Simulationsdauer erreicht ist

D. T. Gillespie (1977), J. Phys. Chem., 81:2340-2361



Das Ziel ist erreicht: wir kbnnen Proteinmengen simulieren
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Vor- und Nachteile des Gillespie-Algorithmus
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Vor- und Nachteile des Gillespie-Algorithmus
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Vorteile
« Einfaches und anschauliches Prinzip

» Sehr flexibel, anwendbar fur andere chemische Reaktionssysteme
und beliebige (diskrete) Modelle

« Gegenlber Mastergleichung: nur aktueller Zustand wird betrachtet
(auch bei Berechnung der Ubergangsraten)

« Sammeln von Geschichten (kumulativ: Ergebnisse werden besser ..)
» Variable Zeitschritte: lange Wartezeiten erhohen nicht die Rechenzeit



Vor- und Nachteile des Gillespie-Algorithmus
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Vorteile
» Einfaches und anschauliches Prinzip

» Sehr flexibel, anwendbar fur andere chemische Reaktionssysteme
und beliebige (diskrete) Modelle

« Gegenlber Mastergleichung: nur aktueller Zustand wird betrachtet
(auch bei Berechnung der Ubergangsraten)

« Sammeln von Geschichten (kumulativ: Ergebnisse werden besser ..)
» Variable Zeitschritte: lange Wartezeiten erhohen nicht die Rechenzeit

Nachteile

» Annahme: AulBenwelt konstant wahrend Wartezeit

* Algorithmus ist langsam, falls viele Ereignisse pro
Zeit stattfinden, d.h. bei grof8en Teilchenzahlen

* Der Bezug zur Ratengleichung bleibt ungeklart



Stochastische Prozesse

Wie simuliert man biochemische System stochastisch?

Schnelle Simulationsmethoden flr groBe Systeme



Modelle mit vielen Teilchen erfordern schnelle Rechenverfahren

Problem:
Die direkte Methode ist sehr langsam bei
grolsen Reaktionsraten (d.h. Teilchenzahlen).

Population {concentration)




Modelle mit vielen Teilchen erfordern schnelle Rechenverfahren

Problem:
Die direkte Methode ist sehr langsam bei
grolsen Reaktionsraten (d.h. Teilchenzahlen).

Population {concentration)

Idee: Einzelereignisse nicht einzeln simulieren, sondern im Zeitintervall Tt zahlen!

Annahme: feste Reaktionsrate a im ganzen Zeitintervall

Mittlere Reaktionszahl r = Rate a x Intervallauer T.

Tatsachliche Reaktionszahlen n sind poissonverteilt: P(n) = — - e



Die T-Sprung-Methode zahlt Reaktionen in Zeitintervallen

Population {concentration)

t-Sprung-Methode (“t leaping”) fur diskrete Zeitintervalle der Lange T

1. Wahle Anfangszustand (Molekulzahlen)

2. Fur jedes Zeitintervall (Lange 1): berechne aktuelle Rate a fur jede Reaktion

3. Fur Reaktion / ist die Zahl der Ereignisse poissonverteilt T
4. Wurfle poissonverteilte Reaktionszahlen und berechne die neuen Molekulzahlen
5. Weiter bei (2.), bis gewunschte Simulationslange erreicht ist

D.T. Gillespie (2001), J. Chem. Phys, 115(4):1716-1733



Schwankende Reaktionszahlen wirken als “chemisches Rauschen”

Viele Reaktionsereignisse:
Zahl R im Intervall T ist ungefahr normalverteilt:

Ry =7m+Vrim=aaT+JaTmn ~  Standard-
normalverteilte
Zufallszahl

Population {concentration)




Schwankende Reaktionszahlen wirken als “chemisches Rauschen’

Population {concentration)

Viele Reaktionsereignisse:
Zahl R im Intervall T ist ungefahr normalverteilt:

Ry =7m+Vrim=aaT+JaTmn ~  Standard-
normalverteilte
Zufallszahl

Anderung der Teilchenzahl im Zeitintervall

xi(t+71) —x;(t) = ZnilRl = Zn“ la; T+ J/a; T ]
l !



Schwankende Reaktionszahlen wirken als “chemisches Rauschen’

Population {concentration)

Viele Reaktionsereignisse:
Zahl R im Intervall T ist ungefahr normalverteilt:

Ry =7m+Vrim=aaT+JaTmn ~  Standard-
normalverteilte
Zufallszahl

Anderung der Teilchenzahl im Zeitintervall

xi(t+71) —x;(t) = ZnuRl — Zn“ la; T+ J/a; T ]
! l
Anderung der Teilchenzahl pro Zeitintervall

Ti(t+71)— x;(0 il
z( ) Z( ) :Znila/l—FZ’rLil\/CL_lF
l l

T



Schwankende Reaktionszahlen wirken als “chemisches Rauschen

Viele Reaktionsereignisse:
Zahl R im Intervall T ist ungefahr normalverteilt:

Ry =7m+Vrim=aaT+JaTmn ~  Standard-
normalverteilte
Zufallszahl

Anderung der Teilchenzahl im Zeitintervall

xi(t+7) — x;(t Zmsz an‘l[alT‘Fw/alTT)l]
!

Anderung der Teilchenzahl pro Zeitintervall

T (C+7) — x;(1 I
z( ) Z( ) :Znilal_‘_znil\/a_l%
l l

Ité Kiyoshi (1915-2008)

T

Symbolische Schreibweise: stochastische Differentialgleichung

dxz anl ai(x) + Z [nzl } Gt) -

“weilles Rauschen”
Anderungen normalverteilt,
Ratengleichung Rauschterm unabhéngig in jedem Zeitpunkt

D.T. Gillespie (2000). J. Chem. Phys., 113(1):297-306



In groBen Systemen sinkt der Einfluss des chemischen Rauschens

Volumen )

Chemische Langevingleichung fur Teilchenzahlen x,

dxz —anz ar(x —i—z [nzz } &i(1)

Ratengleichung Rauschterm Konzentrationen ¢; = ZUZ/Q
Flisse v; = al/Q
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In groBen Systemen sinkt der Einfluss des chemischen Rauschens

Volumen )

Chemische Langevingleichung fur Teilchenzahlen x,

dxz —anz ai(x —i—z [nzz } &i(1)

Ratengleichung Rauschterm Konzentrationen ¢; = ZUZ/Q
Flisse v; = al/Q
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Chemische Langevingleichung fur Konzentrationen c.

%:zl:nuvl Z{nzl ] &i(1)

Ratengleichung Rauschterm



Stochastische Modelle fihren auf deterministische Ratengleichung

Direkte Methode
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Stochastische Modelle fihren auf deterministische Ratengleichung
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Stochastische Modelle fihren auf deterministische Ratengleichung
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Richtig oder falsch?

» Ein Zufallsprozess ist die Menge aller moglichen Geschichten eines Systems (?)

* In Markowprozessen ist die zukunftige Entwicklung durch die Gegenwart festgelegt (?)
» Stochastische Simulationen liefern dieselbe Information wie die Mastergleichung (?)

» Mikroskopische Prozesse lassen sich durch chemisches Rauschen annahern (?)

» Systeme mit grofSen Teilchenzahlen verhalten sich deterministisch (?)
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Bewegung von Staubteilchen .. ein Hinweis auf Atome?

“Sonnenstaubchen” (aus: De rerum natura, 2. Buch)

Wie in dem Sonnenstrahle die winzigen Korperchen wimmeln,
Weil dergleichen Gewimmel beweist, auch in der Materie

Gibt's ein unsichtbares, verborgenes Weben der Krafte.

Denn bei den Staubchen erkennst du, wieviele die Richtung verandern,
Trifft sie ein heimlicher Stols, und wie sie sich ruckwarts wenden,
Hierhin und dorthin getrieben nach allen moglichen Seiten.
Merke, die ganze Bewegung beginnt hier bei den Atomen.

Denn es erhalten zuerst die Urelemente den Anstol3,

Hierauf werden die Korper, die wenig Verbindungen haben

Und in der Kraft sich am nachsten den Urelementen vergleichen,
Durch unmerkbare Stolse von diesen dann weiter getrieben,

Und sie fuhren dann selbst den StolS auf die grofSeren weiter,

So geht von dem Atom die Bewegung empor und sie endet
Mahlich bei unseren Sinnen, bis endlich auch das sich beweget,
Was wir im Lichte der Sonne mit Augen zu schauen vermogen,
Ohne doch deutlich die Stoie zu sehn, die Bewegung erregen.

Titus Lucretius Carus
(ca 97-55 v.C.)



Was ist Zufall?

Wie wird Zufall in der Physik erklart?
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Gibt es “objektiven” Zufall in der Natur?




Was ist Zufall?

Pierre-Simon Laplace Andrej N. Kolmogorow

Zufall: Vorgange, fur die keine kausale Erklarung gegeben werden kann



Wie wird Zufall in der Physik erklart?

Ludwig Boltzmann W. Heisenberg, N. Bohr, W.Pauli Henri Poincare

Unbekannter Einfluss der AuRenwelt
Alle Systeme sind Storungen durch die AuBenwelt ausgesetzt, die nicht genau bekannt sind (es sei denn,
das Modell umfasst das gesamte Universum)

Unbekannte mikroskopische Freiheitsgrade
Hangt das Systemverhalten von (mikroskopischen oder makroskopischen) Freiheitsgrade des Systems ab,
die unbekannt sind, ist keine genaue (deterministische) Simulation moglich.

Quantenmechanische Unsicherheit

Kopenhagener Deutung behauptet objektiven Zufall im Messprozess: quantenmechanische GroRen sind
nicht eindeutig vorherbestimmt und daher prinzipiell nicht vorhersagbar;ihre Wahrscheinlichkeiten folgen
aus der Wellenfunktion.

Deterministisches Chaos

In manchen Systemen kdnnen minimale Storungen des Anfangszustands oder der Dynamik das
Systemverhalten drastisch andern. Bei beschrankter Messgenauigkeit ist das Systemverhalten nicht genau
vorhersagbar (hochstens Wahrscheinlichkeiten aus Systemdynamik).



Ist die Natur zufallig oder ist Zufall subjektiv?

R ARC
D

Aleatorische Wahrscheinlichkeit

Quantenmechanische Unbestimmtheit sorgt fur "objektiven” Zufall im Mikrokosmos,
der sich dann in die Makroebene fortpflanzt.

Wahrscheinlichkeit = relative Haufigkeiten in gleichartigen Systemen

- Frequentistischer Ansatz in der Statistik

Epistemische Wahrscheinlichkeit

Modell beschreibt nicht die Welt "an sich”, sondern was wir uber die Welt wissen (konnen).
Fehlt Information (z.B. Uber unbekannte Systemvariablen) bleiben Moglichkeiten offen.
Wahrscheinlichkeit = Mals fur subjektive Unsicherheit

- Bayesianischer Ansatz in der Statistik
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