5. Die Gauss-Verteilung

L n
”l!(n_”l)p 1

giiltig (Satz von Moivre-Laplace). Nachfolgend wird die Herleitung der entsprechenden Verteilung

Eine andere Niherung fiir die Binomialverteilung P(n; )= T st fiir n>> 1

in skizzenhafter Form dargestellt.
P(nl ) hat ein Maximum beim Mittelwert n, = n; und wird immer schérfer fiir zunehmende Werte
von n. Das heil3t fiir grole n: (1) nur n; Werte nahe 7, haben Wahrscheinlichkeiten, die von Null

nennenswert verschieden sind und (2) weit weg vom Mittelwert sind auch die relativen

Anderungen von P(ny ) zu P(n; +1) klein, d.h. AP = Pl +1)- P(n,) << 1.

P(nl)

P(n; ) wird durch eine Funktion von einer kontinuierlich veréinderlichen GroBe n; ersetzt (wie
schon bei der Stirling'schen Formel). Wegen des Obengesagten konnen wir In P(nl) als Taylorreihe

um 7, approximieren. Dazu setzen wir

Yy =n—n A n(y)=n+y
2 N2
In P(nl) = In P(r_zl) + v 8ln—P(nl) + y_aln—Pz(nl) +....(vernachldssigt)
on, m=n, 2! On, m =,
=0 <0

Die Werte fiir die erste und die zweite Ableitung folgen hier aus dem Vorhandensein des

Maximums bei n, = n,. Wir kiirzen den Wert der zweiten Ableitung wie folgt ab:

821nP(nl)‘ _ 1

2

2
on’ nem S und damit:  In P(nl) =~ In P(ﬁl )_ # PN

=2
_(ny—my)

.
P(n)= P@)e> = P(@)e >

Das ist im Wesentlichen die gesuchte Niherungsverteilung, wobei die Zahlenwerte 6> und P(ﬁl)
in Termen der Parametern p, n,, n der Binomialverteilung geschrieben werden kénnen. Aus der

obigen Herleitung folgt, daB 7, auch hier der Mittelwert ist. Man sieht auch, daB P(z, ) die Rolle

der Normierungskonstante spielt.
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Berechnung von P(ﬁl) mittels Normierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung:

| P, )dy = P(ﬁl)J ot gy = (mit n,(y) =7, +7)

—0 —00

Dabei ist die Ausdehnung der Integration tiber Y von —oo bis 400 ndherungsweise moglich, weil
die Beitrdge weit von Yy =0 wegen der Schirfe der Verteilung sehr klein sind (s. Eigenschaft 1).

Das bestimmte Integral findet man in einer Formelsammlung (Vgl J gy = n Ja ), es gilt:

© _i !
|2 dy =2 dh. PENZ[s|=1 =  P@)= JT;II
T O

—0

Damit erhalten wir

_
_(n—ny)
2

26~

1
P )= —
(nl) \ 21 |G|e

Der Parameter ¢ héngt nach der obigen Definition mit der Binomialverteilung zusammen. Fiir die

Ermittlung dieser Beziehung schreiben wir:

P(nl)— '( )'p gt e lnP(nl):lnn!—lnnl!—ln(n—nl)!+n1 1np+(n—nl)lnq
n—n,

Anwendung der Stirling'schen Formel /nn! = n Inn, —n, beziehungsweise

In(n—n))! = (n—n)) In(n—n;) — (n—n,) auf der rechten Seite, sowie anschlieBendes Ableiten:

ainP(n) ~—Inn +In(1—n )+In p—Ing =zn{@-£}=o
on, n.q

wegen des Verschwindens der ersten Ableitung im Maximum. Daraus folgt fiir den Mittelwert:

(n-n)p=mng = np =np+q)=n wie auch bei der Binomialverteilung.

=1
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Fiir die zweite Ableitung und damit fiir 6 erhalten wir:

1 & InP(n, 11 11
-2 = 2 |\ T =+ —
o on, . no on-n ) n, n-—n

(1 1J 1[1 1J l(p+q] 1
np  nq n\p 4q n\ pq npq

o] =/npq

Damit erhalten wir schlieBlich als Ndaherung der

0.2
Binomialverteilung fiir grof3e » : e
[

> 0.15
1 _("1—ﬁ1)z R

Pl )zl

P(n)= \/%'G e_;(’:nJ

J wegen n, =np :

Approximation for
n=6

p=05

Normal PDF
¥ Binomial PDF

mit dem Mittelwert 7 und dem positiven reellen Parameterc . Wie man leicht zeigt, ist ¢ die

Standardabweichung der Verteilung.
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P(n) hat Wendepunkte bei n=n+c :

n—n 1

01| 26D A ]

P (Verschwindet bei n=n )
dn 2ne| 2 © 2t ©

Die iiberragende Wichtigkeit der Gauss-Verteilung beruht auf dem ,,Zentralen Grenzwertsatz* und
dessen Verallgemeinerungen (zB. Satz von Ljapunoff, Satz von Lindeberg-Feller). Diese besagen,
daB die (normierte) Summe einer groflen Zahl von unabhéngigen Zufallsvariablen (mit evtl.
verschiedenen Verteilungen) anndhernd normalverteilt ist, solange gewisse mathematische
Voraussetzungen erfiillt werden (was in der Praxis oft der Fall ist). Diese stellen sicher, da3 keine
der Variablen zu groBen Einfluss auf das Ergebnis erhélt (z.B. diirfen die einzelnen Verteilungen
nicht zu scharf sein).

Das heif3t, wenn man eine Zufallsgrof3e beobachtet, welche eine Summe vieler unabhiangiger

Zufallsgroflen ist, wird diese meistens Gaussverteilt sein.
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