12. Stochastische Beschreibung von Geburts- und Todesprozessen

Deterministisches Bild

M n—d.n- (k—d)n , mit n als kontinuierliche Variable

dt
n(t)=ny ekt

k>d k<d k=d

exponent. Wachstum Aussterben Pop.-grolie bleibt konstant

Bei einer stochastischen Beschreibung ergeben sich wichtige Modifikationen dieses Bildes.

n sei jetzt eine Zufallsvariable, die nur die diskreten Werte n=0, 1, 2,... annehmen kann.
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s"(n—1)P(n-1t)+d- i}s”(n+l)P(n+1,t)—(k+d)ils” nP(n,1)

kein Beitrag fiir n<1 kein Beitrag fiir n=0

(n-1=0 firn=1, P(n-1)=0 fiir n=0 usw.)
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%: ks? > s"2(n-1)P(n-1,t)+d Y s"(n+1)P(n+1t)-(k +d)s> s"*-nP(nt)
n=2 n=0 n=1

Indexverschiebung:

%G _y. szis”*l nP(n,t)+ dis”*1 -nP(n,t)-(k + d)sis“*1 -nP(n,t)

8t n=1 n=1 n=1

oG

Esgilt: Y s"nP(n,t)=2 > s"P(nt)- 7
n=1

n=1

Daraus folgt:

G _ (g2 g — (k+)s) S
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oG oG
B _(s-1)(ks-d)=
~ == ks—d)=
fir die Anfangsbedingung P(n,0)=1 fiir n=n, und P(n,0)=0 fiirn # n, lautet die Lésung

dieser partiellen Differentialgleichung:

(delk=9k _ gy — s(dek-9k _j))™
Gls,t)=
&9 {(ke(k‘d)t —d) - s(ke* 9k k)

wie sich leicht durch Einsetzen bestétigen 1aRt (keine Herleitung der Lésung hier)

fiir s=1 gilt wie gefordert: G(s,t)|s—; = {_g - E} =1
—d+

Berechnung der 1. und 2. Ableitung liefert:

(k—d)t

n=nge wie in der deterministischen Theorie
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k+d - -
UZﬂ‘o(ﬁje(k d)t(e(k d)t_l)

Ansteigen von o mit der Zeit: — Gefahr der "Fluktuationskatastrophe

Entwicklung nach Potenzen von s liefert:
P(0,t), P(Lt) usw

s? 0°G
s=0 2 os?

G(s,t)= G(o,t)+saa_§ +.=P(0,t)+sP(Lt)+52P(2,t)

s=0

Also:  P(0,t)=G(0,t)

(k=d)k _q)™
P(0,t)= de” " —dl istendlich groR
kek-aX _g

>

d "
MQ&:(EJ fir k > d
P(0,t)=1 fir k <d

Fur k <d endet der Prozel? wie im deterministischen Bild stets mit dem Aussterben der

Population.

Fir k > d gibt es einen grolRen Unterschied zur deterministischen Losung: Diese wachst flr
t — oo stets Uber alle Grenzen. Entsprechend der stochastischen Theorie besteht aber auch fr

k >d eine gewisse Wahrscheinlichkeit daftir, daf die Population ausstirbt.

z. B. k=10-d:
bei ng =1: P(0)=0.1; ny =2: P(0)=0,01; usw.

(Bezug: Mutanten in Evolutionsmodellen)
Eine Ausldschung der Population wird vor allem dann zu beobachten sein, wenn ng Klein ist.
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Besonders interessant ist der Fall k =d :

del—d) _ g™ k—d )®
R Py B S 3

K+d ) (ked)e (o (k-
Gzzno(ﬁje(k Anfele-a _g)

bei P(0,t) und o2 treten im Grenzfall k =d Singularitaten auf (7 = ng bleibt konstant).

Wir setzen k —d = ¢ und erhalten:

3 2.2 3.3
0'2:n0 k=6 et 1+5t+5 ! +5 ! +..-1
o 2 3l

2
o2 =ng(2k — 5)e" [t +gt2 +53—|t3...]

o? =2kt Ng, steigt linear mit der Zeit

o=t
r No
P(0,t)=|1- ° 2.2 3.3
k—(k—5)[1—5t+5t—53: J
r Mo
P(O,t)=|1- 0

2.2 3,2
(k—k+k~5~t—k52t ...+5—52t+52t ]
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No

P(0,t)=|1- ” 225
K5t-FO s su2.

No ~_1\o
P(O,t): 1— 1 _ kt+1-1
kt +1 kt +1

P(O,t):[ Kt jno , k=d

kt+1

Wie in der deterministischen Theorie bleibt fir k =d der Mittelwert konstant. Da aber die

mittlere quadratische Abweichung linear mit der Zeit zunimmt, verliert die deterministische
Losung fur groRe Zeiten t ihre Aussagekraft. Bei k =d folgt

P(0,t)—>1 fir t—>w

Die Population stirbt mit Sicherheit aus.
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