13. Zufallsbewegung als stochastischer Prozel3

Zunéachst wieder 1-dimensionaler Fall

Wn,n-1 Wpy1n

NN

0 1 2 """ nl n ntl

WA/

Wn-1,n Wn nu

Ubergangsraten: wij #0 far |i - j|:l, Austausch zwischen benachbarten Platzen.

P(n,t): Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

dP(n,t)

dt = Wn,n-1 P(n _17t)+ Wn,n+1 P(n +1't)_ Wn+1,n ’ P(n,t)— Wn—l,n P(n’t)

Wir setzen voraus, daR die Ubergange nach links und rechts gleichberechtigt sind
Wij =k for |I — j|=1

dP(n,t)
dt

=k[P(n+1t)+ P(n-1t)-2P(n,t)]

Wegen — o < n<oo sind das unendlich viele miteinander gekoppelte Differentialgleichungen.

1 fir n=0

Anfangsbedingung: P(n,t):énoz{o fir 0
' ir n=

Zunachst: Anwendung der Methode der erzeugenden Funktionen: G(s,t)= > s"P(n,t)
n
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%ZS”P(n,t):k > s"P(n+Lt)+k D s"P(n-1t)-2k > s"P(n,t)

n=-o0 n=-o0 n=—o0

S

dG(s,t) k(l

” Z4s— ZJG (s,t), gewdhnliche Differentialgleichung

}+s—2

k( jt
G(s,t)= Ae \® , A=1wegen G(L,t)=1

G
0S

B ek[;+s—2}[ . k(_i

= SZ +1jt|52120

s=1

n =0, einleuchtend wegen links-rechts-Symmetrie

1 1
2 k[7+s—2jt 2 k(7+s—2jt
% —e \S kz(—iz+1j t? e \S 2—? = 2kt
oS s s
s=1
o? = 2kt

Es bieten sich aber auch andere Losungsmdoglichkeiten an, z.B. eine Fouriertransformation

Flp,t)= S P(n,t)e'™” () wobei: e"? =cosng +isin(np)

N=—o0
Ansatz () entspricht der Entwicklung in eine Fourierreihe.

Wir erhalten:

i aP.t) ging =k{ iP(n +1,t)'"? + P(n—1,t)e'"? —2P(n,t)e‘“¢}

e, dt oo
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dF ( t_ =k i{P(nJrlt) (4l g=ie 4 p(n—-1t)e (”_1)‘”ei‘”—2P(n,t)ei”<”}

N=—o0

dF((p,t)
dt

—kfF(p.t)e 1 + F(pt)el® —2F(p,1)

D) _ifete 160 o) (p,1)

dt
e'? +e'?
mit =CoSg@
2
dF((;f’t) =k(2cosp—2)F(p,t), gewdhnliche lineare Differentialgleichung,

Losung: F(p,t)= Aek(2coso-2)

F(p,0)=Ae® = A, andererseits: F(p,0)= > P(n,0)e"”

N=—o0

Anfangsbedingung: P(0,0)=1, P(n,0)=0 firn=0, also A=1

F(go,t) _ e_2kt62kt coS @ (*)

Berechnung des Mittelwertes

T= SnP(t); Flp.t)= 3 Plnt)e™

N=—o0 N=—o00

= Si-nP(n,te™M? _idF > nP(n,t)e"?

N=—o0 d ¢ N=—o0
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Wegen: OF _ _g-2tg2k(cosp)t 2k(sin @)- t‘ p=0 =0
op

gilt =0, erwartetes Ergebnis

Schwankungen: o2 =n? —(71)?

n? - inZP(n,t)

N=—o0

dFd(Z’t) =i i nP(n,tk"?

N=—o0

op n=—o N=—a0
- 0°F
n"=-"=

op =0

Anwendung dieser Formel:

F . -
8———2ktsm(pe 2kt e2ktc03(p

op

2
—z E ‘,/,:o =g 2kt[c05(pe2ktc°s¢ —sin?g - 2kt - eZktcow]‘p ~0
»

o2 = 2kt: o =~/2kt
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Die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n,t) lasst sich durch Rucktransformation von (*)

finden.
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