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GEOMETRIE

GroBe Wackelpolyeder

Wenn man es geschickt anstellt, gewinnen Zusammensetzungen aus biederen gleichseitigen Dreiecken

eine ungeahnte Beweglichkeit.

Von Christoph Péppe

va Wohlleben, Kiinstlerin aus Ber-

lin, hat einen Baukasten besonderer
Art entworfen. Seine Bausteine sind in
sich beweglich und bleiben es im Prin-
zip auch, wenn man sie zu grofleren
Einheiten zusammenfiigt. Obendrein
erfreuen sie jeden Freund der klassischen
Geometrie, denn sie bestehen aus-
schliefllich aus sehr elementaren For-
men: gleichseitigen Dreiecken.

Allerdings darf man als geometri-
scher Purist nicht zu genau hinschauen.
Was aus Papier oder Gestinge (Bild
rechts) gebaut so eindrucksvoll defor-
mierbar ist, existiert in der idealen Welt
der reinen Formen gar nicht oder ist zu-
mindest nicht beweglich. Vielleicht liegt
es daran, dass sich Eva Wohllebens
Werke der mathematischen Analyse so
hartnickig widersetzen.

Das Grundelement der Konstruktion,
das »Korpuskel«, geht auf einen geome-
trischen Korper zuriick, der nach seinem
Erfinder Michael Goldberg »Goldberg-
Ikosaeder« oder auch schlicht »Blasebalg«
heifit. Man nehme eine fiinfseitige Pyra-
mide, deren Seitenflichen gleichseitige
Dreiecke sind. Aus einem gewohnlichen
(platonischen) ITkosaeder ist sie bequem
zu gewinnen, indem man die fiinf Drei-
ecke, die einem beliebigen Eckpunkt an-
liegen, gemeinsam abschneidet.

Zwei solcher Pyramiden setze man
Grundfliche auf Grundfliche aneinan-
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Die geschlitzte fiinfseitige Doppelpyramide (oben, a) offnet ihren
Schnabel (b), bis sie bei einem Winkel von 60 Grad plattliegt (c). He-
rausschneiden von Segmenten (rechts) eréffnet zusétzliche Schna-
bel, an denen weitere Elemente angefiigt werden kénnen, und zwar

der und erhilt eine Doppelpyramide.
Fassen wir in Gedanken je zwei Drei-
ecke, die eine Bodenkante gemeinsam
haben, zu einem »Segment« zusammen:
einem Doppeldreieck, das von Spitze zu
Spitze reicht. Man schlitze nun die Dop-
pelpyramide von Spitze zu Spitze und
trenne damit die Verbindung zweier be-
nachbarter Segmente. Dadurch wird die
bisher starre Struktur beweglich; sowie
man die beiden Pyramidenspitzen ge-
geneinander bewegt, offnet sich ein
Schnabel (Bild unten, links). Ist dieser so
weit aufgerissen wie nur moglich, liegt
die ganze Struktur in einer Ebene. Der

Offnungswinkel des Schnabels betrigt
c
‘ (5) /IF

so, dass die Farbkennungen in den Treffpunkten iibereinstimmen.
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Eva Wohlleben bewegt einen Zwblferring
aus Korpuskeln, in dem die Dreiecke durch
Metallstangen realisiert sind.

60 Grad; denn ein sechstes gleichseitiges
Dreieck in der Runde wiirde die Figur
wieder schlieflen. In seiner Urform mit
geschlossenem Schnabel hat das Gebilde
maximales Volumen.

Das Goldberg-Tkosaeder entsteht
nun dadurch, dass man zwei geschlitzte
Doppelpyramiden mit den Schnibeln
derart aneinanderfiigt, dass die Spitzen
des einen Schnabels die Mundwinkel des
anderen treffen, wie bei einem intensiven
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In der geraden Kette aus Korpuskeln des
Typs (2, 2) hat jedes dritte Element (gleiche
Farben) ungefshr den gleichen Offnungszu-
stand zwischen platt und dick.

Zungenkuss. Uberraschenderweise bleibt
die Gesamtkonstruktion beweglich. OfF
net sich der eine Schnabel, schliefit sich
zugleich der andere.

Das funktioniert allerdings nur, weil
das Papier, aus dem das ganze Ding ge-
fertigt ist, ein bisschen nachgibt. Mit
ginzlich starren Dreiecken wire das Ge-
bilde unbeweglich. Genauer gesagt: Ein
ideales, aus genau gleichseitigen Drei-
ecken bestehendes Goldberg-Tkosaeder
gibt es nur in drei verschiedenen Positi-
onen. Aus diesen »Gleichgewichtsstel-
lungen« muss man das reale, deformier-
bare Objekt mit leichtem Druck heraus-
beférdern, wenn es sich bewegen soll.

Wire das Gebilde in jeder Position
nicht nur ungefihr, sondern exakt mit
gleichseitigen  Dreiecken  realisierbar,
dann miisste sein Gesamtvolumen erhal-
ten bleiben (Spektrum der Wissenschaft
6/1999, S. 110). Das ist nicht der Fall,
wie man leicht nachpriifen kann. Man
schneide in eines der Dreiecke ein
kleines Loch und blase (Zigaretten-)
Rauch ins Innere des Korpers. Bewegt
man ihn, so stofdt er kleine Rauchwolk-
chen aus, eben wie ein Blasebalg, was be-
weist, dass sich — in gewissen Stadien der
Bewegung — sein Volumen verringert.

Der Name Goldberg-Tkosaeder ist
tibrigens korrekt. Durch Nachzihlen be-
stitigt man, dass der Kérper von genau

70

20 Dreiecken begrenzt ist. Nichts an-
deres sagt das Wort Ikosaeder (»Zwan-
zigfldchner«), auch wenn Goldbergs Kor-
per keine Ahnlichkeit zu einem plato-
nischen Ikosaeder erkennen Lisst.

Korpuskelketten

Eva Wohllebens Grundidee besteht nun
darin, dem Goldberg-Tkosaeder neue
Schnibel zu eréffnen. Dazu schneidet sie
ein Segment aus dem Fiinferring aus, so
dass von den urspriinglich fiinf Dreiecks-
paaren noch vier iibrig bleiben. Diese
konnen sich zum Beispiel aufteilen in
zwei und zwei, so dass die beiden Schni-
bel einander gegeniiberstehen, oder drei
und eines, wodurch die Schnibel gegen-
einander angewinkelt sind (Bild S. 69
unten rechts). Die verschiedenen Anord-
nungen werden mit (2, 2), (3, 1) und so
weiter bezeichnet. Ein solches Element
mit mehreren Schnibeln nennt Eva

Wohlleben ein Korpuskel.

Korpuskelringe: Der sehr enge Sechserring
aus (4, 0) und (2, 2) im Wechsel (links) ist
auf seltsame Weise beweglich: Die (2, 2)-
Teile knicken ein. Der Zwélferring aus (3, 1)
und (2, 2) im Wechsel (rechts) ist starr, der
Zwélferring aus lauter (3, 1) dagegen beweg-
lich. Wieder nimmt jedes dritte Element die
gleiche Form an (unten).

Korpuskel kann man zu beliebig lan-
gen Ketten zusammenfiigen: gerade, ge-
knicke, zur Schraubenlinie gewunden,
zum Ring geschlossen oder in noch
merkwiirdigeren Formen angeordnet.
Sogar die Anordnung (1, 1, 1) mit drei
Schnibeln ist moglich und erlaubt die
Konstruktion verzweigter Ketten.

Auch innerhalb von Ketten bleiben
Korpuskel beweglich. Durch das Eroff-
nen des zweiten Schnabels gewinnt das
Objekt sogar so viel Bewegungsfreiheit,
dass es mit geometrisch exakten Drei-
ecken realisierbar wire.

Offnet sich ein Schnabel eines Kor-
puskels, so wird der mit ihm schnibeln-
de Partner dicker, denn was dem einen
Korpuskel die Schnabeldffnung ist, das
ist dem anderen die Hohe, das heif$t der
Abstand der Pyramidenspitzen. Macht
das eine Korpuskel seinen Schnabel zu,
so wird das andere platt. Je mehr ein
Korpuskel an Hohe — und damit an Vo-
lumen — zulegt, desto geringer wird sein
Umfang und damit in der Tendenz die
Offnung seiner Schnibel. Ganz so
zwangsliufig wie beim Goldberg-Tkosae-
der ist die Mechanik nicht; vielmehr
miissen sich die zwei — oder drei — Schni-
bel eines Korpuskels den Winkel teilen,
den die ibrigen Segmente an den 360
Grad noch iibrig lassen; und das wird
umso weniger, je grofler die Hohe ist.

Dennoch hat eine Korpuskelkette
nur einen Freiheitsgrad der Bewegung.
Wackelt man an dem einen Ende, so ge-
hen alle Glieder der Kette mit. In der
Extremposition folgt auf ein dickes Kor-
puskel ein plattes, darauf wieder ein
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Der Korpuskelball hat die Symmetrieeigen-
schaften eines Wiirfels: (1, 1, 1) an den Ecken
sind durch (3, 1) an den Kanten verbunden.
Zur Verdeutlichung der Symmetrie ist das
quadratische Loch in der Mittte von einem
blassbhlauen Quadrat bedeckt, das eine Wiir-
felflache vertritt.

dickes, ein plattes und so weiter — sollte
man meinen.

Die erste Uberraschung ist: Das
stimme nicht. Die Form der Korpuskel
wiederholt sich nicht nach zwei, sondern
nach drei Kettengliedern, zum Beispiel
platt, dick, dick, plate, dick, dick ...
(Bild links oben). Daraus folgt insbeson-
dere, dass ein geschlossener Ring aus
acht Korpuskeln starr ist. Denn das er-
ste, vierte, siebte, zehnte ... Glied des
Rings miissten jeweils dieselbe Form an-
nehmen; wegen der Ringstruktur ist aber
das zehnte Glied dasselbe wie das zweite,
womit im Endeffekt alle Glieder dieselbe
Form haben miissen. Dagegen ist ein
Zwolferring aus (3, 1)-Korpuskeln eben-
so beweglich wie der Sechserring, ein
merkwiirdig verknotetes Gebilde aus je
drei Korpuskeln vom Typ (4, 0) und
vom Typ (2, 2) (Bild links unten).

Allerdings sind diese geschlossenen
Figuren mit idealen Dreiecken nicht
mehr beweglich. Vielmehr gibt es ebenso
wie beim Goldberg-Ikosaeder nur einige
wenige exakt realisierbare Konformati-
onen. Will man von einer zur anderen
wechseln, muss man das Material ein
bisschen strapazieren.

Ein Zwolferring aus Elementen der
Form (3, 1) und (2, 2) im Wechsel ist
starr. Allem Anschein nach muss man,
um iiberhaupt den Ring schlielen zu
kénnen, das Material schon so stark de-
formieren, dass fiir weitere Beweglich-
keiten kein Platz mehr bleibt.

Aber wie ist nun die Erkldrung fiir
diese unerwartete Dreierperiode? Die
zweite Uberraschung ist: Es gibt keine.
Man kann versuchen, die Geometrie der
Korpuskelketten durchzurechnen. Wolf-
ram Liebermeister vom Max-Planck-In-
stitut fiir molekulare Genetik in Berlin
hat das getan; ich selbst habe die Berech-
nungen noch etwas weitergetrieben. Das
Ergebnis ist: Auch das mit der Dreierpe-
riode stimmt nur so ungefihr. Es gibt
eine Stellung der Kette, bei der jedes
dritte Korpuskel wieder dieselbe Form
annimmt. Das ist aber leider die, in der
sowieso alle Korpuskel gleich aussehen.

SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - JUNI 2009

Eine weitere Stellung ist ebenfalls exakt
und folgt dem Muster plate, dick, dick;
allerdings ist es nicht méglich, fiir deren
geometrische Daten eine geschlossene
Formel anzugeben.

Wohltemperierte Geometrie

Mag der Purist beklagen, dass die Seiten-
lingen nicht genau stimmen und etwas
gezerrt werden miissen. Das ist ungefihr
so traurig wie die Tatsache, dass ein Kla-
vier — aufler der Oktave — keine reinen
Intervalle realisiert. Die Kiinstler neh-
men den Schmutz der temperierten
Stimmung in Kauf, weil sich dadurch
neue Gestaltungsmoglichkeiten erdffnen.
Ahnlich erlauben auch die »unsauberenc
Korpuskel etliche Konstruktionen, die es
eigentlich nicht geben diirfte.

Interessant sind zum Beispiel die ver-
zweigten Ketten, die das Element (1, 1,
1) ermoglicht. Man setze acht solcher
dreischnibliger Korpuskel in die Eck-
punkte eines Wiirfels. So wie im Wiirfel
von jeder Ecke drei Kanten ausgehen, so
sollen die drei Schnibel Anschluss an
entsprechende Elemente finden. Die
Kanten im Wiirfel stehen senkrecht auf-
einander, was die Schnibel nun nicht ge-
rade tun; aber das schadet nichts. Ein
Element (3, 1), mit den drei Dreiecks-
paaren nach auflen zwischen die Eck-
stiicke gesetzt, steuert die fehlenden
Winkel bei. Damit sitzt iiberall da, wo
ein Wiirfel eine Seitenfliche hat, ein
(starrer) Achterring aus Korpuskeln, und
alles passt zusammen (Bild oben).

Wiirfel kann man im Raum stapeln;
das geht mit den Korpuskelwiirfeln
nicht, weil bei ihnen ein Unterschied
zwischen Innen- und Auflenseite einer
Kante besteht. Gleichwohl sind unend-
lich ausgedehnte Korpuskelkonstruki-
onen denkbar. Als Vorbild dafiir eignen
sich weniger die Wiirfelpackungen, son-
dern eher die ebenfalls raumfiillenden
Packungen aus Oktaederstiimpfen.

MENSCH & GEIST

Auf das Material Papier kommt es
iibrigens nicht an. Eva Wohlleben hat
Korpuskelketten aus vielen anderen Ma-
terialien konstruiert. Das ist das Ange-
nehme am gleichseitigen Dreieck: Es ist
durch seine drei — gleichen — Seitenlin-
gen bereits vollstindig bestimmt. Es ge-
niigt daher, wenn bei einer Korpuskel-
konstruktion die Kanten in Form von
Stangen ausgefiihrt sind. Die miissen
dann noch an ihren Enden flexibel mit-
einander verbunden werden.

Just zu diesem Zweck hat Eva Wohl-
leben das von Rico Scharndke erfundene
System »Twistix« weiterentwickelt: Hol-
zerne Stibe tragen an den Enden schrau-
benférmig gewundene Drihte, die man
ineinanderhaken kann.

Vielleicht werden alle diese Polyeder
ja besser beweglich, wenn man nicht
mehr darauf besteht, dass die Dreiecke
gleichseitig sein miissen? Nicht nur Mi-
chael Goldberg selbst, auch andere Leute
sind auf diese Idee gekommen. Das
Goldberg-Tkosaeder liuft deutlich glarter,
wenn man die zur Spitze fithrenden
Kanten der Doppelpyramide um 2 Pro-
zent linger macht als die Bodenkanten.
Dieter Junker aus Kassel hat dariiber hi-
naus beim beweglichen Zwolferring die
Bodenkante des alleinstechenden Seg-
ments (der »Eins« in der Kombination
(3, 1) um fast 15 Prozent kiirzer gemacht
als die Spitzenkante. Man merkt beim
Bewegen, dass man das Material viel we-
niger quilen muss; aber einen mathema-
tischen Beweis gibt es auch hier nicht. <]
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Christoph Pdppe ist Redakteur
bei »Spektrum der Wissen-
schaft«.

Goldberg, M.: Unstable Polyhe-
dral Structures. In: Mathematics
Magazine 51(3), S. 165-170, 1978.

Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter www.
spektrum.de/artikel/994063.
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