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1 Metabolische Kontrollanalyse

Die matabolische Kontrollanalyse (MCA) dient dazu die Auswirkungen klei-
ner Parameterdnderungen auf ein metabolisches Netzwerk zu untersuchen. Das
metabolische Netz wird hierbei in einem stationéiren Zustand betrachtet. Ein
stationédrer Zustand bezeichnet ein FlieBgleichgewicht eines Systems, bei dem
stdndig Substanzen in ein System einstrémen und zu Produkten umgewandelt
werden, die Konzentrationen der Zwischenprodukte jecoch konstant bleiben.

1.1 Grundlagen
1.1.1 Sto6chimetrische Matrix und stationidrer Zustand

Um ein Reaktionssystem auf ein mathematisches Modell abzubilden ist es zunéchst
notig die Topologie und Stochiometrie des Netzes zu beschreiben. Dies ist mit
einer stochiometrsichen Matrix moglich. Eine stochiometrische Matrix enthélt
sdmtliche stochiometrischen Koeflizienten eines Reaktionssystems, wobei jeder
Spalte der Matrix eine Reaktion und jeder Zeile der Matrix ein Substrat ent-
spricht. Der Eintrag N[i,j] enthélt den stochiometrischen Koeffizienten, mit
welchem das i-te Substrat in die j-te Reaktion eingeht und 0 falls dieses Sub-
strat nicht an dieser Reaktion beteiligt ist. Das lineare Reaktionssystem

—85)— 51 —

ergibt zum Beispiel folgende Stéchiometrische Matrix:

1 -1 0
N(o 1 —1>

Die erste Zeile entspricht hierbei dem Substrat Sy. Man erkennt an der 1 das Sy
durch die erste Reaktion produziert wird und an der -1 an zweiter Stelle, das
Reaktion 2 Sy abbaut. An Reaktion 3 nimmt Sy nicht teil, weshalb hier eine 0
steht.

Die zeitliche Anderung der Konzentration eines Substrates lisst sich durch
die Summation der einzelnen Reaktionsgeschwindigkeiten, an denen das Sub-
strat beteiligt ist, multipliziert mit den jeweiligen stochimetrischen Koeffizienten
ausdriicken. Mann kann die Zeitlich Anderung also ausdriicken durch:

dsS; u
=
j=1

In Matrixschreibweise lasst sich dies ausdriicken durch

ds

i NV
wobei N die Stochiometrische Matrix und V den Vekor der Reaktionsgeschwin-
digkeiten bezeichnet. Das Ergebnis ist ein Vektor mit der Zeitlichen Anderung
der Substrate.

Die Konzentrationen der einzelnen Substrate lassen sich zu jedem Zeitpunkt

aus den Parametern berechnen, welche die Reaktionen beschreiben die Einfluss
auf das Substrat haben. Es gilt also

S=5(p)




Wenn sich das System in einem stationdren Zustand befindet gilt die Ein-
schrinkung das keines der Substrate ab- oder aufgebaut werden darf. Dies
schrankt die mogliche Wahl der einzelnen Reaktiongeschwindigkeiten ein, die
somit nur noch Werte annehmen diirfen, welche diese Bedingung erfiillen. Da
die Reaktionsgeschwindigkeiten zum einen von ihren Parametern sowie zum an-
deren von den Substratkonzentrationen abhéngen kann man schreiben:

V =V(S(p),p)

Da wie gesagt die Konzentration der Subtrate im stationédren Zustand konstant
ist gilt:
NV =NV(S(p),p) =0

Um Diese Bedingung aufrecht zu erhalten kénnen die Substratkonzentratio-
nen sowie die von diesen abhéngigen Reaktionsgeschwindigkeiten nur bestimm-
te Werte annehmen. Die Reaktionsgeschwindigkeiten im stationédren Zustand
nennt man hierbei Fliisse J. Der Vektor der Reaktionsgeschwindigkeiten ist im
stationédren Zustand also ein Vektor von Fliissen:

J1 U1
JQ = U2
J3 v3

Gleichungen fiir die einzelnen Fliisse findet man durch Beachtung des Reakti-
onssystems NV = 0. Es ist weiterhin zu beachten, dass die Fliisse nicht wie
die Reaktionen von den Substratkonzentrationen abhéngen, da diese sich ja in
einem stationdren Zustand berechnen lassen. Die Fliisse héngen also nur von
den Parametern ab und es gilt:

1.1.2 Sensitivititen

Um allgemein den Einfluss einer Grofle x auf eine Grofle y zu untersuchen be-
trachten wir die Anderung von y bei einer geringen Anderung von z. Diesen
Einfluss bezeichnet man als Sensitivitit und er quantifiziert die Auswirkung

welche = auf y ausiibt.
CY = (Ay>
Az ) nyo

Da Az gegen Null strebt kann man diese Gleichung in folgender Weise als Dif-
ferentialgleichung ausdriicken: 5
y %Y

Co = Oz
Diese Sensitivitét ist allerdings nicht unabhéngig von einer Umskalierung der
Groflen, weshalb es Sinnvoll ist eine Normierung durchzufiithren. Diese Normie-
rung geschieht durch eine Multiplikation der Sensitivitdt mit der Einflussgrofie
geteilt durch die beieinflusste Grofle.

v 0y

cov -2
y Ox

x

Durch diese Normierung werden Skalierungen aus den Sensitivititen heraus-
gekiirzt.



1.2 Koeffizienten der Kontrolltheorie
1.2.1 Lokale Koeffizienten: Elastizititen

Bei der Metabolischen Kontrollanalyse betrachtet man den Einfluss kleiner Pa-
rameterinderungen auf ein Reaktionssystem. Hierbei unterscheidet man zwei
verschiedene Betrachtungsweisen. Zum Einen interessiert man sich fiir die di-
rekte Auswirkung von Parameterinderungen auf die verschiedenen Reaktions-
geschwindigkeiten und zum Anderen mochte man die Auswirkungen solcher Pa-
rameterdnderung auf ein gesamtes System, welches sich in einem stationiren
Zustand befindet, quantifizieren. Die erste Betrachtungsweise ist eine lokale, die
nur eine direkte Auswirkung eines Parameters beschreibt, wihrend die letztere
eine globale Betrachtung darstellt, die das gesamte Reaktionssystem im stati-
ondren Zustand betrachtet.

Die im Folgenden vorgestellten Elastizitdten beschreiben den direkten Ein-
fluss von Paramter- bzw. Substratkonzentrationséinderungen auf die Reakti-
onsgeschwindigkeiten und stellen somit lokale Koeffizienten dar. Hierbei wird
nicht das gesamte Reaktionssystem im steady state, sondern jede Reaktion
isoliert fiir sich betrachtet. Je nachdem ob man den Einfluss eines Parame-
ters oder einer Substratkonzentration betrachtet spricht man von e- bzw. 7-
Elastizitdten. w-Elastizitdten beschreiben den direkten Einfluss einer Substrat-
konzentrationsinderung auf eine Reaktionsrate. Die Formel zur Berechnung die-
ser Elastiziét ist analog zur allgemeinen Sensitivitidt gegeben durch:

¢ Vk 8SZ

Betrachtet man an Stelle der Substratkonzentration einen anderen Parameter,
welcher die Reaktionsgeschwindigkeit beeinflusst spricht man von 7-Elastizitéten.

k Pm vy,
Ty = — 7
Vi Opm

Hat ein Parameter keinen Einfluss auf eine Reaktion so ist die entsprechende
Elastizitat 0.

1.2.2 Globale Koeffizienten: Response- und Kontrollkoeffizienten

Im Gegensatz den lokalen Koeffizienten, die nur direkte Auswirkungen auf Reak-
tionen betrachten, beziehen sich globale Koeffizienten auf ein gesamtes Reakti-
onssystem, welches sich im stationéren Zustand befindet. Da im stationéren Zu-
stand die Reaktionsgeschwindigkeiten und Substratkonzentrationen bestimmte
Bedingungen zu erfiillen haben, muss die Anderung einer Reaktionsrate durch
die Ubrigen Reaktionsgeschwindigkeiten ausgeglichen werden und hat somit
einen Einfluss auf das gesamte System. Um eine solche Anderung des Systems
durch Sensitivititen zu beschreiben geht man davon aus, dass die Anderung ei-
ner Reaktionsrate um einen bestimmten Faktor vy, — vi + Avy zu einem neuen
stationéiren Zustand in Néhe des Alten fithrt (J — J+ AJ, S — S+ AS ).
Betrachtet man den Einfluss einer Parameterinderung auf den stationiren
Zustand erhilt man die Responsekoeffizienten. Hierbei beschreiben Flussre-
sponsekoeffizienten den Einfluss einer Parameterdnderung auf die verschiedenen



Fliisse, also die Reaktionsgeschwindigkeiten im stationédren Zustand. Die Formel
hierfiir lautet:
0J;
Pm - 5‘pm

Jjnon __

(ein non bezeichnet im Folgenden einen nicht normierten Koeffizienten) oder
nomiert:

J; _ Pm 9J;

Pm Jj OPm

Analog dazu lassen sich die Substratresponsekoeffizienten definieren, die den
Einfluss einer Parameterdnderung auf die Substratkonzentrationen beschreiben:

Sinon __ 852

bm B 8pm

bzw. 95
5; _ Pm 09

Rpm Si apm

Wie bereits erwahnt leitet eine Reaktionsratenénderung zu einem neuen sta-
tiondren Zustand. Es ist also von Interesse in welcher Weise eine Anderung einer
Reaktionsrate das gesamte System beeinflusst. Dies wird durch die zweite wich-
tige Gruppe der globalen Koeffizienten, der Kontrollkoeffizienten beschrieben.
Betrachtet man den Einfluss einer Reaktionsrateninderung auf die Fliisse so
erhélt man die Flusskontrollkoeffizienten. Da sich die Fliisse jedoch mathema-
tisch nicht als Funktion der Reaktionsraten ausdriicken lassen und eine Reak-
tionsratenénderung durch eine Parameterinderung verursacht wird untersucht
man mathematisch die Anderung eines Flusses in Abhiingigkeit eines Parame-
ters geteilt durch die Anderung einer Reaktionsrate in Anhingigkeit des selben
Parameters. Dies fithrt zu folgender Definition der Konzentrationskontrollkoef-

fizienten: .
cipm 2 (0
vk Opr \ Opx

Wie schon zuvor konnen wir ebenfalls die normierten Kontrollkoeffizienten be-

trachten: )
o = 9 <3vk) )
Yk J; Opi \ Opk

Wichtig ist hierbei noch die Annahme, dass jeder Parameter pi nur eine Reakti-
on vy, direkt beeinflusst, was bei der Berechnung der Koeffizienten mit Matritzen
wichtig ist. Ein positiver Wert eines Koeffizienten bedeutet hierbei eine positive
Kontrolle der jeweiligen Reaktionsrate auf den Fluss, eine Hochregulation der
Reaktion fithrt also auch zu einer Hochregulation des ensprechenden Flusses.
FEine negativer Wert bedeutet analog dazu eine negative Kontrolle.

Neben dem Einfluss der Reaktionsraten auf die Fliisse, kann man ebenfalls
den Einfluss auf die zweite stationire Grofle, die Substrate untersuchen und
erhiilt somit die Konzentrationskontrollkoeffizienten. Die mathematische Defi-
nition folgt hierbei den Flusskontrollkoeffizienten. Die unnormierten Konzentra-
tionskontrollkoeffizienten lauten:

¢Sinon — 95, (M)l
b Opr \ Opr.




und die Normierten:

Si Ulasl (81%) B
Yk S; Opr \ Opk

1.2.3 Berechnung der Koeffizienten

Die Berechung der verschiedenen Koeflizienten erfolgt mit Matrizenrechung wes-
halb hier kurz die Matrizenschreibweise der Koeffizenten eingefiihrt werden soll.
Fasst man die Sensitivititen so zusammen, dass die verschiedenen Einfluss-
grofen die Spalten, und die zu betrachtenden Groflien die Zeilen der Matrix
bilden erh&lt man eine Sensitivitdtsmatrix, welche den Umgang mit den Sensiti-
vitdten extrem erleichtert. Zum Beispiel kann man die Flusskontrollkoeffizienten
in einer Matrix zusammenfassen, wobei jeweils ein Fluss eine Zeile und eine Re-
aktion eine Spalte bildet zusammenfassen, was zu folgender Matrix fiihrt:

J J J
Ci . O
cz Cp2 ... Cp?
V1 V2 VUr
cl=| . :
Jr Jr Jr
cloclo..ock

Analog dazu kénnen Substratkontrollkoeffizienten, Responsekoeffizienten und
Elastizitdten zusammengefasst werden.

Bei der Ableitung der Gleichungen der globalen Koeffizienten geht man wie-
der davon aus, dass die Substrate konstant bleiben und die Reaktionsgeschwin-
digketen durch die Substrate und Parameter bestimmt werden:

NV (S(p),p) =0

Eine implizite Ableitung dieser Gleichung nach dem Parametervektor p fithrt
zu der Gleichung:

oV oS 1%
N——+N—=0
a5 ap ' op
man erkennt leicht, das der Term die Einfliisse de; Parameter auf die Substrate,
also die Substratresponsekoeffizienten R™°"™" = g—s enthélt, nach welchen sich

P
die Gleichung leicht auflésen ldsst. Ein Umstellen und Multiplikation mit dem
Inversen der Jacobian N g—‘g = M fithrt zu:

v\~ oV as ov\~' ov
(Nas> Nasap<NaS) N

D e A Snon
> 5 Nog) Ng =F (1)

multipliziert man diese Gleichung mit dem Inversen der Reaktionsgeschwindig-
keiten abgelietet nach den Parametern erhéilt man die Konzentrationskontroll-

koeffizienten: ) )
oS [0V \ oV~
et B - —( NZZ N = CSnon
op ( dp ) ( 35)

as __( av>1 v

Ahnlich erfolgt die Herleitung der Gleichung der Flusskontrollkoeffizienten.
Hierbei geht man zunéchst von der Definition der Fliisse aus, die besagt das



die Fliisse die Reaktionsgeschwindigkeiten im station&ren Zustand sind, wobei
die Fliisse von den Parametern und die Reaktionsgeschwindigkeiten von den
Substratkonzentrationen und den Parametern abhéngen. Also:

J(e) = V(5(p).2)
erneut wird diese Gleichung implizit nach dem Parametervektor abgeleitet:

01 _ovos  ov
op 9S9p Ip
Zu erkennen enthilt die Gleichung die Substratresponsekoeffizenten R5™" =

?. Einsetzen von (1) fithrt zu:
P

oJ oV [ VN ' oV oV ov ( ovN_' _ov .
mﬁ‘w@%J N%+%_[_%Q%Q NG, =R
Also ist:
aJ (ov\ v [ v\
Jnon _ Y [ ZF =[7—- == ( N=— N
o= () =5 (Vas) v
v
—J+ == Snon
+55C

Zu beachten ist, dass sich die globalen Koeffizienten komplett aus lokalen Ko-
effizienten ( Stochiometrische Matrix und Elastizitédten ) berechnen lassen.

1.2.4 Normalisierung

Wie bereits erwahnt lassen sich sdmtliche Koeffizienten der metabolischen Kon-
trolltheorie in normalisierter oder nicht normaliserter Form darstellen. Die Nor-
mierung einer Sensitivitit erfolgt durch Multiplikation mit der Einflussgrosse
geteilt durch die zu untersuchende Grosse.

or=2%
y Ox
Eine Matrix von Koeffizienten wird normiert, indem von links die Inverse der
Diagonalmatrix der zu betrachtenden Grosse, und von rechts die Diagonalmatrix
der Einflussgrésse anmultipliziert wird. Fiir die Flusskontrollkoeffizienten lautet
dies also:
CJ _ (ng)71 . OJnon 3 ng

wobei dgJ die Diagonalmatrix der Fliisse bezeichnet:

J 0 - 0
0 Js :
0 J,

1.3 Theoreme

Die Arbeit mit den verschiedenen Kontrollkoeffizienten wird durch einige Theo-
reme vereinfacht, welche sich mathematisch ableiten lassen. Diese Theoreme
sollen im Folgenden kurz vorgestellt werden



1.3.1 Summationstheoreme

Die Summationstheoreme stellen eine Verbindung zwischen den verschiedenen
Kontrollkoeffizienten eines Flusses bzw. eines Substrates dar. Fiir die Flusskon-
trollkoeffizienten besagen sie, dass sich alle normierten Koeffizienten eines Flus-
ses zu 1 aufsummieren. .

> Ci =

k=1

oder in Matrixschreibweise
c/1=1

Die Interpretation dieses Zusammenhangs lautet, dass die Enzyme (Reaktionen)
eines Systems sich die Kontrolle iiber den Fluss teilen.

Das Summationstheorem fiir die Konzentrationskontrollkoeffizienten besagt,
dass sich die normierten Kontrollkoeffizienten fiir ein Substrat zu 1 summieren.

,

Si
E C,l =
k=1

oder
c%.1=0

Eine Interpretation besagt auch hier eine Aufteilung der Kontrolle unter den
Reaktionen. Allerdings spiegelt dieses Theorem die Annahme des stationédren
Zustands wieder, wonach kein Substrat auf- oder abgebaut wird. Also iiben ei-
nige Reaktionen eine positive, andere eine negative Konrolle auf ein Substrat
aus. In der Summation diirfen diese Reaktionen die Konzentration des Substra-
tes jedoch nicht verdndern, weshalb sich die Kontrolle zu 1 summiert.

Die Summationstheoreme lassen sich anschaulich an folgendem Gedanken-
experiment veranschaulichen. Angennomen wir betrachten folgenden linearen
Reaktionsweg:

Po— 81— 5 —P

Da es sich um einen linearen Weg handelt miissen die Reaktionsgeschwindig-
keiten alle den selben Wert annehmen um einen stationéren Zustand zu bilden.
Der Fluss J besteht also aus einem Vektor mit r gleichen Eintrdgen. Wenn nun
alle Reaktionsgeschwindigkeiten um einen konstanten Faktor a: gedndert werden

oui _ 0vz _ 0us

U1 V2 V3

dndert sich auch der Fluss entsprechend:

5 _

7 «

Da sich fiir jedes Substrat die ab- und die aufbauende Reaktionsgeschwindig-
keit in gleichem Mafle &ndert bleiben die Substratkonezantrationenn allerings
konstant.

Die Anderungen der Fliisse und Substratkonzentrationen werden hierbei
duch die Kontrollkoeffizienten beschrieben. Die Anderung des gesamten Flusses



ist die Summation der Anderungen hervorgerufen durch die einzelnen Reaktio-

nen

oJ 701 g 0v g0V
= _01 02 2y ¢y U;’

Da sich alle Reaktionen sowie der Fluss um den Faktor o d&ndern gilt hier:
a=a(C{ +Cf +CY)

also
1=c{+cCy+cy

Die Flusskontrollkoeffizienten eines linearen Systems summieren sich also zu 1,

was ja die Aussage des Summationstheorems war.
Auch die Anderung der Substratkonzentrationen ldsst sich durch Kontroll-
koeffizienten beschreiben
051

— =CP — 4Oy —=+ 05—
S U1 Vg V3

5U1 602 5U3

Da die Substratkonzentrationen allerdings wie oben erldutert konstant bleiben
gilt:

0=CPt+ Gyt + O
1.3.2 Mathematische Ableitung der Summationstheoreme

Die Mathematische Ableitung der Summationstheoreme ist erstaunlich einfach,
weshalb sie hier kurz erwédhnt werden soll. Die Formel der normalisierten Sub-
stratkontrollkoeffizienten lautet:

) av\~!
CS = (dg9) (—Nas) N(dgJ)

Beachten wir weiterhin die Annahme, dass im stationéren Zustand keine Sub-
strate ab- bzw. aufgebaut werden NV = NJ = 0 erhalten wir durch Multipli-
kation mit dem Einservektor 1 das Summationstheorem:

C%1=0

(dgJ-1=J, also wird der rechte Teil der Gleichung 0 )
Die Formel der Flusskontrollkoeffizienten lautet:

LoV avT!
C7 =1 (dgJ) 1% <Nas) N(dgJ)

hier verlduft die Argumentation analog, was zu folgender Gleichung fiihrt:

cl1=1-1=1

1.3.3 Konnektivitatstheoreme

Die Konnektivitatstheoreme stellen eine Verbindung zwischen Kontrollkoeffizi-
enten und Elastizitdten her. Das Konnektivititstheorem fiir die Flusskontroll-
koeffizienten lautet:

j{:(jJ7EUk'_



oder in Matrixschreibweise:

CJnon non _

- €

Summiert man also alle Flusskontrollkoeffizienten eines Flusses multipliziert mit
den Elastizitéiten eines beliebigen Subsstrates erhélt man 0.
Fiir die Substratkontrollkoeffizienten lautet das Theorem:

T

S vk
> Clhicd =~y
k=1

wobei L
0 if)
d={ 1 sonst
oder in Matrixschreibweise:
CSnon Lghon — T

FEine Interpreation ist hier allerdings nicht so anschaulich méglich wie bei den
Summationstheoremen

2 Optimale Enzymkonzentrationen

2.1 Das Optimalitéatsprinzip
2.1.1 Einfithrung

Biologische Systeme haben sich im Laufe ihrer evolutiondren Geschichte ei-
ner Reihe von vielfdltigsten Verdnderungen anpassen miissen. So wurden nur
jene ausgelesen, die sich besser als alle anderen an z.B. einen Nahrstoffman-
gel oder andere feindliche Umweltbedingungen adaptieren konnten. Das gilt
sowohl fiir ganze Spezies als auch im Kleinen fiir z.B. zellinterne Aufgaben,
wie Signaltransduktions- oder Stoffwechselwege. Allerdings waren nicht nur auf
evolutiondrgeschichtlicher Zeitskala Anpassungen von Noten, sondern auch die
Fihigkeit kurzzeitige Storungen des Gleichgewichtes durch eine geeignete Ande-
rung systeminterner Parameter auszugleichen. Wir werden uns in hier mit letzt-
genannten, also kurzfristigen, Anpassungen beschéiftigen. Dazu benutzen wir
hauptsichlich [Klipp, Heinrich, 1999] als Quelle. Wir werden im Folgenden Bei-
spiele eines moéglichen Modellierungsansatzes vorstellen, detailliert die mathe-
matische Vorgehensweise erldutern und abschlieflend die Ergebnisse diskutieren.

2.1.2 Allgemeine Definition von Optimalitit

Unsere Annahme wird sein, dass ein biologisches und im Laufe der Evolution
‘gereiftes’ System im Gleichgewichtszustand optimal eingestellt ist, aber auch
genauso optimal auf Stérungen dieses Gleichgewichtes reagiert. Die Definition
von ’optimal’ kann vielfdltig ausfallen. So kann man sich vorstellen, dass es fiir
eine Zelle wiinschenswert ist z.B. den ATP-Gewinn eines bestimmten Stoffwech-
selweges zu maximieren; oder den Fluss eines Signalweges (siehe Tabelle 1). Man
geht im Allgemeinen und 0.B.d.A. davon aus, dass eine Zelle, ein Stoffwechsel-
oder Signaltransduktionsweg optimal eingestellt ist, wenn eine Fitness-Funktion

10



minimieren maximieren
ATP-Gewinn | Anzahl von Reaktionsschritten
Fluss Fluss
Effizienz Enzymkonzentrationen

Tabelle 1: Mogliche Varianten fiir eine Optimalitatdefinition.

F, die variabel definiert sein kann, maximiert ist. Um eine moglichst genaue Be-
schreibung fiir die Fitness zu bekommen definieren wir hier F wie folgt :

F(Qf,y) = U(CE,y) + V(az,y)

Dabei sei F abhéngig von nur zwei Parametern x und y (F kann natiirlich auch
mehrdimensionale Abhiingigkeiten besitzen). F kann aufgeteilt werden in einen
Anteil U(x,y) und V(x,y). U(x,y) sind hier die Kosten fiir eine Parameterkom-
bination (x,y). V(x,y) der Nutzen aus (x,y). Mogliche Kandidaten fiir V sind
in Tabelle 1 angegeben (Vorzeichen geeignet wiihlen). Kostenterme wiren z.B.
Proteinsynthese, bzw. zusétzliche Kosten z.B. fiir die Produktion von Riboso-
men. In Abbildung 1 ist eine Fitnessfunktion fiir zwei Enzyme einer linearen
Reaktionskette (aus [Liebermeister, 2004]) geplottet. Unsere Annahme ist, dass

E:k, A —
S(] ::__/ S1 :’._,_./ 52
Ek. Ezk_;

140 111 : ||
2ao il i
100[ . ]
80| (i 1] ﬁﬁﬁ

i i it
solll it

40 T
* i LA AR ;ﬁaﬂmﬁaﬂiﬁgg

20 40 & 80 100 120 140

Abbildung 1: Oben : Reaktionskette aus drei Reaktanten. Unten : Fitnessfunkti-
on F(E) = —a(Ey+ E3) —b(Ey1 + E2)2+ J(E). E sei hier die Menge der Enzyme
E = {F1,E>}. Der erste Term beschreibt die Kosten der Proteinsynthese, der
zweite Term die zusétzlichen Kosten (z.B. fiir die Produktion von Ribosomen)
bei hohem Enzymbedarf. Der Nutzen-Term ist hier der Fluss J.

ein biologisches System im stabilen Zustand optimal eingestellt ist, d.h. die
Parameter so gewihlt sind, dass die Fitnessfunktion maximiert wird. In Abbil-
dung 1 wiire dies ca. im Punkt (E,Es) = (40,80) der Fall. Wird das System
nun gestort, d.h. werden interne Parameter (im obigen Fall z.B. die Parame-
ter a,b,k1,k_1,k2,k_2) ein wenig veriindert, so verschiebt sich das Maximum der
Fitness-Landschaft. Eine nun folgende zentrale Frage der Optimalitétstheorie

11



ist, wie nun die Enzyménderungen dF;, dFEy gewadhlt werden miissen um vom
Ausgangspunkt auf das neue Optimum von F zu gelangen.

Im folgenden Abschnitt stellen wir einen Ansatz vor, der zusétzlich Fragen
beantwortet, wie das ganze System auf diese Optimierung reagiert. Hilfreich
bei der Quantifizierung dieser Reaktion wird das Konzept der metabolischen
Kontrolltheorie sein. Hier geben verschiedene Sensitivitdten und Koeffizienten
Aufschluss dariiber, wie das System auf infinitesimale Anderungen von Parame-
tern wie Substrat- oder Enzymkonzentrationen reagiert und wieviel Kontrolle
jene Parameter auf globale Funktionen, wie z.B. den Fluss ausiiben. (Vgl. dazu
die vorhergehenden Kapitel)

Klipp und Heinrich ([Klipp, Heinrich, 1999]) stellen zu minimierende Enzym-
konzentrationen in den Mittelpunkt ihrer Betrachtungen. Ein Zellzustand wird
als optimal definiert, wenn die gesamte Enzymmenge FE;; fiir einen Stoffwech-
selweg minimal ist. Es leuchtet ein, dass die Zelle bestrebt ist Ressourcen zu
sparen und somit die Menge an Proteinen gering hélt unter der Bedingung,
dass trotzdem alle Zellfunktionen vollstdndig ausgefiihrt werden kénnen. Diese
Bedingung wird formuliert als das Beibehalten des steady-state-Flusses in einem
Referenzzustand. Bleibt also der Fluss gleich, trotzdem die totale Enzymkonzen-
tration gesunken ist, so hat die Zelle nur Ressourcen gespart und keine Leistung
eingebiifit - sie ist also in einen optimaleren Zustand iibergegangen.

Wir werden diese Definition der Optimalitéit aufgreifen und nun detaillierter
auf zwei Spezialfille metabolischer Netzwerke, lineare und verzweigte Reakti-
onssysteme, und daran anschliessend, den allgemeinen Fall eingehen.

2.2 Lineare Reaktionskette

Gegeben sei nun ein lineares Reaktionssystem der Form :
PeSe.. .5,k

Ein Ausgangssubstrat P; wird in r Reaktionen mit n Zwischenprodukten .S; in
ein Endprodukt P, iiberfiihrt, oder andersherum (die Reaktionen sind allesamt
reversibel). Fiir jede der r Reaktionen existiert ein Enzym FE;, welches diese
Reaktion katalysiert. Im Folgenden nehmen wir an, dass die Reaktionsraten V;
in einer linearen Weise von den Enzymkonzentrationen F; abhéngen.

Vi = E;fi(S1, ..., 5n)

Dabei konnen die Intermediate S; bis S,, auch in nichtlinearer Weise, hier als
Funktion f; symbolisiert, zur Reaktionsgeschwindigkeit beitragen. Da wir uns
in einer unverzweigten Reaktionskette befinden, gilt im Gleichgewichtszustand
: J =V fiir alle ¢. So definiert ist unser System bereit fiir eingehende Optima-
litdtsbetrachtungen. Wir wollen nun die minimale totale Enzymkonzentration
finden unter der der korrespondierende Fluss gleich dem steady-state-Fluss Jy
ist. Dazu leiten wir die Zielfunktion, also die totale Enzymmenge, nach den ein-
zelnen Enzymen ab und benutzen die Methode der Lagrange-Multiplikatoren
um unsere Nebenbedingung zu erhalten (Hilfreiche Informationen zur Lagrange
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Methode finden sich im Internet unter den in den Quellen angegebenen Adres-
sen.). Das ergibt folgende Variationsgleichung :

0
OE;

XT:Ej + A (B, . By — Jy)] =0

Hierbei ist die Summe auf der linken Seite die Summe der Enzyme, also die
zu minimierende totale Enzymmenge. J(F) ist der zur Konfiguration der En-
zyme korrespondierende Fluss und Jy wie beschrieben der steady-state-Fluss.
A ist der Lagrange Multiplikator. Da die einzelnen Enzyme linear mit Faktor
1 in die Summe eingehen ist die partielle Ableitung nach einem beliebigen E;
gleich 1. Jy hingt nicht von den Enzymen ab, somit kénnen wir obige Gleichung
vereinfachen zu

oJ
1 =
+A OE, 0
Umstellen ergibt :
aJ -1
- 1
0F; A (1)

Dies kann erweitert werden zu

& (9) _ el
JNOE ) p_.. T

Die linke Seite der Gleichung reprisentiert den Flusskontrollkoeffizienten C; der
Reaktion i auf den Fluss J. Wir verwenden e; fiir die Enzymkonzentrationen im
optimalen Zustand. Dies gilt im Folgenden analog fiir e;,; und auch die Kon-
trollkoeffizienten c¢;. Wendet man das Summationstheorem der metabolischen
Kontrolltheorie an, so erhalten wir weiterhin :

—C€tot

)\ =
J

und somit gilt :
€

(Ci)Ej=€j = (2)
Dieses Ergebnis zeigt, dass die Flusskontrollkoeffizienten im optimalen Zustand
I direkt abhingen von den individuellen Enzymkonzentrationen e;. Somit ist
offensichtlich auch die Verteilung der Flusskontrollkoeffizienten gleich der Ver-
teilung der Enzymkonzentrationen. Dieser Fall allgemeiner Kinetik zeigt also
diese interessante Eigenschaft. Wenden wir fiir die Reaktionsraten eine klassi-
sche Massenwirkungskinetik an, sind also

€tot

Vi = Ei(Si—1ki — Sik_;),
so gilt fiir den steady-state-Fluss J :

J= PlH?:1Qi_P2 4 = ki

n 1 n s Qi ]
2j—1 Eik_, [[nejs1am ki

1d.h. in dem Zustand bei dem die totale Enzymkonzentration minimal ist, also Etor = €tot
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Setzt man obigen Ausdruck in Gleichung 1 ein, so erhélt man fiir die minimalen
Enzymkonzentrationen :

JO -
ei:ﬁﬁ;ﬁ

mit Y; = ﬁ H::l:j+1 ¢m und N = P[], ¢ — P>. Da uns nun nur noch Jy
fehlt, erstellen wir uns ein Referenzsystem, in dem wir die Enzymkonzentratio-
nen FE; gleichverteilen, also E; = Fy,;/n setzen.

Die resultierenden minimalen Enzymkonzentrationen haben die Form :

e — EtOt \/?12?21 V Yj
' n DD

Der geneigte Leser moge es als Ubung nachrechnen: obige Gleichung impliziert
eror < Fior und bestéitigt somit unsere Methodik. Fiigt man dieses Resultat in
Gleichung 2 ein, so erhélt man fiir die Flusskontrollkoeffizienten im optimalen

Zustand:
VYi

G = ———

X VY

bzw. fiir jene im Referenzsystem :
Y
YY)

Um den Effekt der Optimierung auf das System zu erfassen, tragen wir die Stan-
dardabweichung fiir die Flusskontrollkoeffizienten in beiden Systemen als Funk-
tion der Gleichgewichtskonstanten g auf. Abbildung 2 zeigt die Standardabwei-
chungen der Flusskontrollkoeffizienten des optimierten Systems und des Refe-
renzsystems fiir ein lineares Reaktionssystem mit 5 Enzymen (¢; = ¢, k_; = k_).
Uber einen grofien Bereich von Gleichgewichtskonstanten ¢ gilt die Beziehung
aort/ o™ < 1. Fiir den Fall unterschiedlicher kinetischer Konstanten ist dies
eben wahr, wie in [Klipp, Heinrich, 1999] gezeigt.

Ci

Das heif3t also, dass fiir lineare Reaktionssysteme gleich mehrere wichtiger Eigen-
schaften gelten. Gleichung 2 zeigt, dass die Verteilung der Flusskontrollkoeffizi-
enten im optimalen Zustand der Verteilung der minimalen Enzymkonzentratio-
nen entspricht. Desweiteren wurde gezeigt, dass die Optimierung eines linearen
Reaktionssystems einhergeht mit einer Verkleinerung der Varianz der Flusskon-
trollkoeffizienten. Das heifit, dass im optimierten System jede einzelne Reaktion
gleichméBiger, gleichberechtigter oder auch gleichgewichtiger Kontrolle auf den
Fluss ausiibt - also das Kréfteverhiltnis ausgeglichener gestaltet ist. Dies jedoch
gilt nicht im Allgemeinen. Wéhlen wir z.B. die Enzymkonzentrationen unseres
Referenzsystems dergestalt, dass die korrespondierenden Flusskontrollkoeffizi-
enten paarweise gleich sind?, so wiirde eine Optimierung eine Vergréferung der
Varianz der Flusskontrollkoeffizienten bewirken.

2.3 Verzweigtes Reaktionssystem

Sei ein verzweigtes Reaktionssystem wie folgt gegeben:

2Somit wire deren Standardabweichung gleich 0
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Abbildung 2: Standardabweichungen der Flusskontrollkoeffizienten des opti-
mierten Systems o°P* und des Referenzsystems o/ als Funktion der Gleich-
gewichtskonstanten ¢

Die zeitliche Entwicklung des zentralen Metaboliten S wird durch die Differen-

zialgleichung

ds
R Ve
il Vi+Va+4+Vs

beschrieben. Die Reaktionsraten V; sind gegeben durch :
Vi = E;(Pik; — Sk—;) (3)

Somit ergeben sich explizite Ausdriicke fiir die Metabolitkonzentration S im
steady-state und den Fluss J :
g_ E1Pi k1 + FEoPoky + E5Psks

Ervk_1 + Exk_o+ E3k_3

bzw.

5 = Eilbiki(Eik—j + Enk_m) = k—i(E; Pik; + EnPrkin)]
B Erk 1+ Esk_3+ Esk_3

Setzen wir wieder E; = Fy,/n als Referenzsystem in obere Gleichung ein, so
erhalten wir fiir die Fliisse J; :

Etotk
Ji =
9

(8P —P)
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P ist hier die Summe aller drei P;. Somit ist der Fluss J; nur noch abhéingig
von dem jeweilig beteiligten externen Metaboliten P;. In einer so genannten P-
Simplex-Reprasentation konnen wir die Fliisse J; als Funktion der P; plotten.
Abbildung 3 zeigt vorerst nur deren Vorzeichen. Ausgehend von der Gleichung

P;

0O, T, T; (O]

Pl P2

Abbildung 3: P-Simplex-Représentation der steady-state-Fliisse J;. Die Meta-
bolitkonzentrationen P; sind begrenzt durch P = P, + P> + P3. Die Eckpunkte
P; stellen volle Enzymkonzentrationen der P;, also P; = P dar. Dem gegeniiber
stehen die Punkte O; die P, = 0 und P; = P/2, j # i représentieren. Fiir
k; = k_; werden die Vorzeichen der Fliisse J; abhéngig von den Metabolitkon-
zentrationen P; aufgetragen. Ein positives Vorzeichen steht fiir den Nettofluss
von P; nach S. Sechs Regionen T; und @; entstehen innerhalb des P-Simplex,
in denen jeweils ein Fluss ein anderes Vorzeichen als die anderen beiden Fliisse
aufweist. Diese Regionen korrespondieren mit verschiedenen Netzwerkkonfigu-
rationen wie in Abb. 4 gezeigt.

der Reaktionsraten (Gleichung 3) erhalten wir einen Ausdruck der Enzymkon-
zentrationen : v

E=_—" 4

" Pik; — Sk; )

Es soll nun wieder unser Ziel sein, die minimale totale Enzymkomzentration

FEot zu finden. Dazu setzen wir wieder die Ableitung der Summe der Einzelkon-

zentrationen gleich 0 :

Py — Sk 0

dE  d(Ei + B2 + E3) 23: Jik_1
ds ds -

i=1
Dies ist, wie man leicht nachpriifen kann, ein Minimum, da die zweite Ableitung
d?Eyo:/dS? > 0. Diesen Ausdruck kénnen wir nun nach S umstellen, um dessen
Konzentration im optimalen Zustand s zu erhalten. Die optimalen Enzymkon-

zentrationen e; errechnen wir daher, indem wir s in Gleichung 4 einsetzen. Wie-
derum erhalten wir einen Ausdruck, der nur noch abhéngig ist von den externen
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Abbildung 4: Zu bestimmten Regionen im P-Simplex korrespondierende Netz-

werkkonfigurationen. Links : Region @Q);. Mitte : Region T;. Rechts : Gerade
P, =1/3

7\

Metabolitkonzentrationen. Erneute Anwendung der P-Simplex-Repréisentation
ergibt uns die Abbildungen 5 bis 8.

Abbildung 5: Optimale Konzentration von e; im P-Simplex. Zu beachten sind
die Plateaus hoher Konzentrationen in den Regionen T} bzw. Q.

Abbildung 5 zeigt die optimale Konzentration von e; abhéngig von den drei
P;. Als Dichteplot ist die gleiche Funktion in Abbildung 6 dargestellt. Ahnli-
che Plots erhélt man fiir die anderen Enzyme durch zyklisches Austauschen der
Indizes. Auffillig sind die zwei Plateaus in den Regionen 77 und @;. Hier ist
die optimale Enzymkonzentration e; maximal. Das heif}t also, das Enzym E;,
welches die Umwandlung von P; iiber S in P; j # i katalysiert (Siehe Abb. 4,
Links), oder den umgekehrten Weg kontrolliert (Siehe Abb. 4, Mitte) erhilt eine
hohere Enzymkonzentration im optimalen Zustand als die beiden anderen. Gut
in Abbildung 6 zu erkennen, ist die gegen 0 gehende Enzymkonzentration von
e1 bei P; = 1/3. Diese Konfiguration impliziert einen Fluss J; = 0 (Siehe Abb.
4, Rechts) und brauch somit auch keine Enzyme die diese Reaktion katalysie-
ren. Unsere Methodik scheint also wiederum von den Ergebnissen gestiitzt zu
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Abbildung 6: Dichteplot. Jeder Punkt reprisentiert eine Losung des Optimie-
rungsproblems fiir die korrespondierende Flusskonfiguration.

werden. Die Abbildungen 7 und 8 zeigen die totale Enzymkonzentration e;o; im
optimalen Zustand. Nur verwiesen werden soll auf den Beweis, dass e;o; < Fiop
gilt fiir verschiedene Gleichgewichtskonstanten ([Klipp, Heinrich, 1999]).

Analog zu dem vorangegangenen Kapitel zeigen wir nun, wie sich die Verteilung
der Flusskontrollkoeffizienten bei der Optimierung entwickelt. Die Herleitung
dem interessierten Leser zur nachtréiglichen Lektiire empfehlend, geben wir die
Flusskontrollmatrix C' fiir das verzweigte Reaktionssystem an :

|
C=1,—
U Ek_ +Ek_,+Ek_,
' N

J, J
Ek_, J—-E,k,1 T‘EI/C,1
1

J J
J—ZlEzk,2 Esk_ 5 Z’Ezk,2
J J

J—;Eglc,3 J—“E3k 5 Ek_;

L J

()

Der Quotient der Standardabweichungen o°P* /o"¢/ sei hier auch ohne Herleitung
mit dem Verweis auf die originale Publikation gegeben mit :

18



(@)

Py
8/3

€iot

Abbildung 7: Optimale totale Enzymkonzentration e;,; im optimalen Zustand.

P k_y+k_s+k_3)

o ek _y ek o+ esk_s)

ek (ek 5\ [esk 5\
(J. )*( 2 )*( L)
/c;1 z+ k_, 3+ k_ 5\
Ji J> J3
Hieraus konnte durch numerische Simulationen gezeigt werden, dass :

opt
o VB
oref =g =

Somit ist auch unsere Vermutung bestétigt worden, dass die Minimierung der
totalen Enzymmenge auch im verzweigten Reaktionssystem erstens eine Reduk-
tion der Standardabweichung der Flusskontrollkoeffizienten bewirkt. Zweitens
natiirlich ist die totale Enzymkonzentration im optimalen Zustand kleiner als
im Referenzsystem. Dies gilt im allgemeinen nicht fiir die individuellen Enzym-
konzentrationen; diese kénnen ggf. auch ansteigen. Gleichung 2 bei dem linearen
Reaktionssystem konnte nicht fiir das verzweigte System bestétigt werden. Re-
aktionssysteme mit beliebiger Netzwerkstruktur und Stéchiometrie behandeln
wir nun im folgenden Kapitel.

2.4 allgemeiner Fall

Im folgenden sollen nun die Auswirkungen der Minimierung der Enymkonzen-
tration im allgemeinen Fall untersucht werden. Ausgangspunkt ist ein Reakti-
onssystem mit r Reaktionen und n Metaboliten. Eine Einschrinkung auf die
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Abbildung 8: Dichteplot der optimalen totalen Enzymkonzentration in P-
Simplex-Reprisentation.

Topologie des Netzwerkes wird nicht gemacht. Wie bereits in den vorangegan-
genen Beispielen ist das Ziel die Minimierung der totalen Enzymkonzentration
unter Aufrechterhaltung der Fliisse. Aus dieser Annahme folgt, dass die Reakti-

onsgeschwindigkeiten fest sind. Es gilt also: V; = Vi(o). Die betrachteten Systeme
unterscheiden sich voneinander also nur in ihrer Enzymkonzentration.

Weiterhin wird wie bisher angenommen, dass die Reaktionsrate V; linear von
der jeweiligen Enzymkonzentration, allerdings ggf. nichtlinear von den Substrat-
konzentrationen abhéngt.

Vi=E;fi(S1,...,5)
also lauten die Enzymkonzentrationen:

v
fi

Unser Ziel ist die Minimierung der Gesamtenzymkonzentration Fy,; = Z:Zl E;
Also muss die erste Ableitung 0 ergeben:

OB _ 0¥, Bi _
as;, —  as;

Aus dieser Differentialgleichung lisst sich folgende Gleichung ableiten.

v as;

i=1 Y3

(g—‘g)T (dgJ)te=0
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E; = Ei(Sy,...,5,) =

die sich in Matrixform als



darstellen ldasst. Hierbei bezeichnet e; die Enzymkonzentration im optimalen
Zustand. Zur Erinnerung: Die Formel der normierten Elastizitdten lautet

ov

"5 19

€= (dgJ)™?

bzw.

av\"
T _ R4 —1
et =dgS (35) (dgJ)

Also folgt aus der oben abgeleiteten Gleichung ein Zusammenhang zwischen
Elastizitdten und Enzymkonzentrationen, der allerdings nur im Zustand mini-
mierter Enzymkonzentration gilt.

Weiterhin ldsst sich in diesem Optimierten Zustand ein Zusammenhang zwi-
schen den Flusskontrollkoeffizienten und Enzymkonzentrationen herstellen, der
dem Konnektivitdtstheorem dhnlich ist. Dieser Zusammenhang lautet:

T
Cle=c¢

Im Optimierten Zustand ist die Enzymkonzentration also ein Eingenvektor zum
Eigenwert 1 der transponierten Flusskontrollkoeffizientmatrix. Die Gleichung
weist eine gewisse Ahnlichkeit zum Konnektivititstheorem der Flusskontrollko-
effizienten auf (C”-& = 0). Allerdings werden bei dieser Gleichung alle Kontroll-
koeffizienten eines Flusses aufsummiert, wihrend beim Konnektivitdtstheorem
iiber alle Reaktionenn aufsummiert wird.

Allgemein lassen sich fiir Systeme, welche sich in einem optimierten Zustand
befinden also bestimmte Aussagen treffen, welche auf nicht optimierte Systeme
nicht zutreffen.
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