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MCA - metabolic control
analysis

e Motivation :

e Geg. : metabolisches Modell-System im
steady state

e Frage : Wie verhalt sich das System bei
Storungen von
— Metabolitkonzentrationen
— Enzymkonzentrationen
— Reaktionsgeschwindigkeiten

e (vergleichbare) Systemeigenschaften
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MCA - Basics

Die Stochiometrische Matrix

1 —1 O S0
— — — N = -
1 SO T S]' T3 (O 1 _1>Sl
rE T2 T3

Zusammenfassung der stdchiometrischen Koeffizienten in einer Matrix

dt
Wobei V = Vektor der Reaktionsgeschwindigkeiten

- dS dsS;
Systemgleichungen i b = iy
NV ]szl ijVj
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MCA - Basics

Die Substratkonzentrationen und

Reaktionsgeschwindigkeiten sind von den
Parametern abhangig

Im steady state gilt:
S = S(p)
V =V(S(p),p) = J(p)

— Im Steady State wird kein Metabolit angehauft oder abgebaut

D=0 o NV =NV(S(p),p) =0
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MCA - Flusse

e FlUsse = Reaktionsgeschwindigkeiten im
stationaren Zustand

J(p) =V (S(p),p) J1
—> J2 —
J3

— Grundlage von NV=0

Optimale Enzymaktivitaten und
metabolische Kontrolltheorie

U1
v2
v3



MCA - Sensitivitaten

Allgemein: y(x) hangt von GroB3e x ab

—Einfluss einer Anderung A x auf y |asst sich ausdriicken durch:

ohne Normierung mit Normierung
A VAN
CY = (_y> CY = <__y>
9, o,
cy =Y cy =227
ox Yy Ox

yiy0
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Lokale Koeffizienten: Elastizitaten

e Elastizitaten beschreiben die direkte Auswirkung (keine
Betrachtung des steady states) einer Parameter-
/Substratkonzentrationsanderung auf die einzelnen

Reaktionen
¢ —Elastizitaten T -Elastizitaten
k5 0v k _ Pm Ovy
gf = —— T, =
UV 8SZ V. (9pm

Sensitivitat einer Reaktionsrate auf Sensitivitat einer Reaktionsrate auf
Anderung einer Parameterénderung
Substratkonzentration

Vi Vv, A
E— Sl —> SZ—P

‘?
w
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Globale Koeffizienten: Kontrollkoeffizienten

e Einfluss einer Reaktionsratenanderung auf das gesamte
System

e Betrachtung des steady state

S = S(p)
J=V(S(p),p)

Eine Anderung einer Reaktionsrate v;, — vz + Awvy, Fiihrt zu einem neuen
steady state in Nahe des alten:

JJ+AJ uwd S—S+AS

Quantifizierung durch Kontrollkoeffizienten
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Globale Koeffizienten: Responsekoeffizienten

Abhangigkeit der Flusse bzw. Substratkonzentrationen von
Parametern im steady state

Flussresponsekoeffizienten

— Antwort eines Flusses auf eine Parameteranderung im steady state

Substratresponsekoeffizienten

. 0S;
R}?ﬁn = RSi — Pm 055;

Opm P S Opm
— Antwort einer Substratkonzentration auf eine Parameteranderung im steady state
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Globale Koeffizienten: Kontrollkoeffizienten

FlulRkontrollkoeffizienten

_ —1
C{J]. _ 8Jj (8?%) 1 C{)]J _ Vi aJ] (f?Uk)
' © J;0p \Opy

nicht normiert .
normiert

Kontrolle einer Reaktion vk auf den FluR J;

Positiver Wert — Positive Kontrolle
Negativer Wert — Negative Kontrolle
Jeder Parameter Pr beeinflusst nur Reaktion v ﬂ
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Globale Koeffizienten: Kontrollkoeffizienten

Konzentrationskontrollkoeffizienten

s, 0S; (8%)1 S, v 0S; <8vk>_1
Cri = Coi =
Opy, \ 9Dk S; Opy \ Opk

nicht normiert normiert

Kontrolle einer Reaktion kauf ein SubstratS;

J

—PS—PS—P

WAL
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MCA - Matrixschreibweise

Flusskontrollkoeffizienten als Matrix:

/céll cézl o Cpl )
o | G ocz o Oy

\ CJr CJr ... Cyr )

v
oS = {C%j} ol = {Cy)y
R’ ={Rp.} 7= {mph}
S — [0
RS — {Rpm} € = {esl,j}
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Berechung der Kontrollkoeffizienten

Responsekoeffizienten

-1 —1
RSnonza_S:_(Na_V) Na_v Jnon:Q:[l_a_V(Na_V> N]a_v
Op 0S op op oS oS Op

Kontrollkoeffizienten
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Normierung

— Um Unabhangig von physikalischen Grof3en zu sein wird normiert

Normierungsfaktor
Diagonalmatrix der FllUsse
/ Ji O
0O Jo
: : S -1 Snon :
In Matrixform: C* = (dgS) - -C -dgJ 5
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Summationstheoreme

Die normierten Flusskontrollkoeffizienten eines Flusses summieren sich

zu l _ Spaltenvektor mit Einsen

r T
ZC’ngl oder (J.1=1
k=1
Interpretation: Die Enzyme (Reaktionen) teilen sich die Kontrolle Uber einen Fluss

Die normierten Konzentrationskontrollkoeffizienten eines
Substrates ergeben in der Summe 0

.
S.

> Cul = oder (5.1 =0

k=1

Einige Reaktionen uben eine negative, andere eine positive Kontrolle aus.
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Konnektivitatstheoreme

Flusskontrollkoeffizienten und Elastizitaten

v
Z Cruj Sk =0 oder CJnon . gnon — g

Konzentrationskontrollkoeffizienten und Elastizitaten

S; v O
C k — 573' obei —_—
Z ’ R 0 { 1 sonst

CSnon non — _ g

oder - €
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Das Optimalitatsprinzip

e Annahme :

e Zellen sind optimal unter
Normalbedingungen eingestellt

e Zellen reagieren optimal auf Stérungen

e optimal ?
maximieren minimieren
ATP-Gewinn Anzahl von
Reaktionsschritten
Fluss Fluss

Effizienz Enzymkonzentration
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Das Optimalitatsprinzip

e Allgemein: Maximierung einer
Fitnessfunktion

F(z,y) =U(z,y) + V(z,y)
AN

Kosten Nutzen

vo(E1+E2)2+J(E1, E)

0 50 E]. 100 E150
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Optimale
Enzymkonzentrationen

Klipp, Heinrich:

Competition for enzymes in metabolic pathways :

Implications for optimal distributions of enzyme
concentrations and for the distributions of flux
control

(Biosystems, 1999)
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Optimale
Enzymkonzentrationen

Def. :

Zustand des metab. System =
optimal &

totale Enzymkonzentration
minimal UND Fluss™ gleichbleibend

Erwartung :

spezielle Verteilung der
Flusskontrollkoeffizienten, bzw.

spezielle Zusammenhange jener mit
den Enzymkonzentrationen
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Optimale
Enzymkonzentrationen

1.lineare Reaktionskette
2.verzweigter Reaktionsweg
3.allgemeiner Fall



Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

geg. .
Pi&e S .. 5, P

Ann. :
Vi = E;f;(51, ..., Sn)
Im steady state :
Vi=J
Ziel :

Finde E%; unter der Bedingung : Jp— Eopt = = Jo
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Lagrange Multiplikatoren

e Finden der Extrema von Gleichungen mit
Nebenbedingungen

e Bsp. :
Milchmadchen-Problem
e allg. Form :
finde Extremum von f(A)
Nebenbedingung : g(A)=c
&
finde Extremum von f(A) — A(g(A)-c)
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

a T
S B A, B — J)] =0
i j=1
\ | f
E.. Fluss Referenz-Fluss
=

0J 0J -1

TA9E OF, A
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

aJ:__l 62<8J> . 67;1
E

OF; A © J \OFE; o _7X

J—Cj

flux control coefficient

Anwendung des Summationstheorems:

- etOt Einsetzen o.r. :
A\ —

€;
Ctot
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

Schlussfolgerung :

Verteilung der
Flusskontrollkoeffizienten gleich der
der Enzyme

Aber : wie sehen optimalen Enzym-
konzentrationen aus?

Dazu .
Anwendung spezieller Kinetik
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

Massenwirkungs-Kinetik
‘/;: — EZ(S_]_k Sk_z) S, = P, = const

S, ., = P,=const

P H@_l q; — o

J =

T mn

J=1 E; k' 11 m=j+1 9m
steady state Fluss mit : k;

%=
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

einsetzen in : oJ o

OE,

um JO zu erhalten:

Referenz-System mit E, = E, , / n

. Etot \% }EZ?:l \/ Yty

€i
n

>1=1 Y]
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| 0o = '
ergibt : e; = JW\/?Z Z \/?l
[=1

mit : Yz:? I am
—Jm=j5+1
mn
N=P || ¢ — P>
1=1



Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

impliziert: €40t < Ftot

=0

einfugen in : (Cz')Eszj — ;
tot

VYi Y;

Ci

Y.
T ] (/
2.i=11/Y; Y11
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

SDs of flux | .
control in an I T el g e _..-f“"’-
unbranched 0.8 -
chain of 5 : -
enzymes with //
qizqzk/k_ (6 r
[ -
. T_______“'-_ P - _::
T T —
[l.l: r "'“-.__ﬁ\ | éf"’f
\V;f
-2 -1 ] 1 z
Iﬂgiﬂ{}'
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Optimale Enzymkonz. -
lineare Reaktionskette

€i

opt ref —
o S o Z Ctot

e Reaktionen uben gleichmaliger (
gleichberechtigter, gleichgewichtiger)
Kontrolle auf den Fluss aus

e Enzymkonzentrationen differenzierter
e Wahl des Referenzstate wichtig

e im linearen Fall, Enzymverteilung gleich
Verteilung der FlusskKK
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Optimale
Enzymkonzentrationen

1.lineare Reaktionskette
2.verzweigter Reaktionsweg
3.allgemeiner Fall



Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

E; /T3
dS
P—1> s'/ — =W t+Vo+V3

»\Ez dt
Py
Vi = E;(Pik; — Sk_;)

 bE1P1k1 + EoPoky + E3P3k3  (steady
FEik_1 + Eok_o+ Esk_3 ¢
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

Fluss hat explizite Form :
J,=
E[Pk(Ek_;+E,k_,)—k_JEPk,+E,P,k,)]
Ek_+Ek -+ Ek _;

Referenzstate : E;, = E, /3

Oben einsetzen :

E. .k
J,=—3P,—P)

Optimale Enzymaktivitaten und
metabolische Kontrolltheorie



Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

th'llji"r

P;
P-Simplex :
P =P1+P2+P3
O, T, Ty Oy
- - Vorzeichen der korresp. Flusse
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

Vi = Ei(Pik; — Sk;)

& .
b, = Vi
Pk, — Sk;
Ziel : min(E,;) = e, finden !
dEot _ d(E1+ E> + E3) _ 23: Jik_1 _
dS dS = (Pik; — Sk_;)?

d?E, /dS?>0 =» Minimum
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

optimale Konzentration von S=s berechnen

und hier einsetzen :
V' 4/3
7 |

EZ_Pk Sk
vy — 7

(a)

Fig. 3. Optimal concentration ¢,. (a) The optimal concentra-
tion of enzyme E, is depicted in the P-simplex representation
for k; =k _,;=k. (b) Corresponding density plot. Each point in
these plots represents the solution of the minimization prob-
lem for for the corresponding set of reference steady-state
fluxes. Similar representations for E,and E, can be obtained
by a cyclic interchange of the indices.
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

(b) es

l:.I P')

=

Fig. 4. The minimal total enzyme concentration ¢, is depicted
in the P-simplex representation (a) and as a density plot (b) for
k;=k _,= k. Each point in these plots represents the solution
of the minimization problem for the corresponding set of
reference steady-state fluxes.
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

e remarks :
~ €t = Etor
— aber nicht immer e, < E
(hangt von P, ab)
—auch im allgemeinen Fall k; # k_,

—individ. Enzymkonz. hoch/niedrig bei
speziellen Konfigurationen :

- 7 yd

~ AN AN
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

Flusskontroll-Matrix ohne Standardabweichungen ohne

Herleitung : Herleitung :
a® (ki thk_o+k_y)

(1 = l — l ™ ek _+ ek o+ ek )
7 Ek_ 4+ Ek_,+ Ek_, P R Ry
; \ \/( )+ () ()

7, J. KoY (Eay o ()
E]Ar_l j—‘LE]A'_] J_JElAF—l (J1)+(J2)+(J3)
1 1
J J A «
gk, Ek_, SEk_, ,easy to see
J; Mo gt (fir ki=k,) B
iE_;A’ . EE;A’ . E;A’ . T opt \r 3
Jr}.. _ Jr_?. - _ - ) - = < l
. 7 ret 3 '
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Optimale
Enzymkonz. : Verzweigung

e auch im , branched pathway" - Fall :
— Reduktion der SDs der FKK
- opt. Enzymkonz. < Referenzzustand

Jetzt : kurz durchatmen / aufwachen :

Der allgemeine Fall
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Optimale
Enzymkonzentrationen

1.lineare Reaktionskette
2.verzweigter Reaktionsweg
3.allgemeiner Fall



Optimierung — Allgemeiner Fall

e Metabolisches Netz

— r Reaktionen

— n Metabolite

— keine Restriktionen auf Netzwerkstruktur

Ziel: Minimierung der totalen Enzymkonzentration unter Aufrechterhaltung der Fllsse

— Reaktionen sind fest: V; = V;m

— Systeme unterscheiden sich nur in der Enzymkonzentration

Optimale Enzymaktivitaten und
metabolische Kontrolltheorie



Optimierung — Allgemeiner Fall

Annahme: ReaktionsrateV; ist linear von der
Enzymkonzentration abhangig

1(0)
Vi=E;fi(51,...,5n) = B, = E;(Sq1,...,Sp) =
\F : fz
unktion
Minimierung von Eior = zr: E; also: OFot _ 32;7:1 E; —0

i—1 dS; dS;

r T

e; OV; | <8V) 1
Z; (055, O oder als Matrix: 53 (dgJ) “e=0
- 1
=ele=0
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Optimierung — Allgemeiner Fall

Im optimierten Zustand besteht ein Zusammenhang zwischen
Flusskontrollkoeffizienten und Enzymkonzentration

(Y™ e — e —Summiert lber alle Flisse

Konnektivitatstheorem: C‘] . e — (O —Summiert Uber alle Reaktionen
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Ergebnisse

Minimierung der totalen Enzymkonzentration

Auswirkungen auf Enzymkonzentrationen
 Differenzierung der individuellen Enzymkonzentrationen
« Enzyme mit hoher Flusskontrolle werden bei Optimierung meist hoher
exprimiert als im Referenzzustand*

Auswirkungen auf Flusskontrollkoeffizienten
» Resultieren aus Anderungen der Enzymkonzentrationen
 Wenn Enzymkonz. sinkt wird meist auch die Kontrolle geringer
« Minimierung fuhrt zu gleichmaldigerer Verteilung der Flusskontroll-
koeffizienten®
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Allgemeine Folgerungen

e Im optimalen Zustand :

- Zusammenhang zwischen Flusskontrollkoeffizienten und
Enzymkonzentrationen

(Vektor der optimalen Enzymkonz. ist Eigenvektor zur
Flusskontrollmatrix™)

- Zusammenhang zwischen Elastizitaten und
Enzymkonzentrationen
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Quellen

Kipp, Heinrich. 1999 Competition for enzymes in metabolic
pathways: Implications for optimal distributions of enzyme
concentrations and for the distribution of flux control

Liebermeister, Klipp, Schuster, Heinrich. 2003 A theory of optimal
differential gene expression

Klipp, Herwig, Kowald, Wierling, Lehrach. Systems Biology in
Practice. Concepts, Implementation and Application

Heinrich, Schuster. The Regulation Of Cellular Systems
Liebermeister. Analysis of optimal differential gene expression
http://www.slimy.com/~steuard/tutorials/Lagrange.htmi

Edda Klipp Vorlesung: Mathematische Modellierung von
Stoffwechselprozessen und Genexpression
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