2

2.1

Elektrostatik
Grundlegende Begriffe

Experimentelle Ergebnisse:

a)
b)

¢)

d)

Geladene Korper iiben eine Kraft aufeinander aus.

Es gibt zwei Arten von Ladungen, negative und positive. Verschiedene Ladungen ziehen

sich an, gleichartige stoBen sich ab.

Die Kraft F'j; zwischen zwei Ladungen a; und a; ist proportional zu ihrem Produkt

‘Fiz‘zﬂz 419> I
qi
und sie nimmt mit dem Quadrat des -7
Abstandes ab ?1
q2
>
- 1 \?1
‘F12‘ oL — 5 -
|Vl - r2|

Die elektrostatischen Kréfte sind Zentralkrafte

= kaygy (7 —-7) kg,

F, = = e (2.1)

F-m) Bl 5 -5

Coulombsches Gesetz (Coulomb, 1736—-1806).

Die elektrostatischen Krifte sind 2-Korper-Kréfte. Es gilt das Superpositionsprinzip:
Die elektrostatischen Krifte, die auf eine Probeladung ¢ von mehreren anderen Ladungen

q1, q2, ... ausgelibt werden, tiberlagern sich ungestort.

N — —
Fekgyq 1) @2)
5 -7
Das Coulombsches Gesetz gilt in dieser Form nur exakt fiir Punktladungen und fiir
kugelformige Korper.

k: Proportionalitdtsfaktor — sein Wert hingt von dem verwendeten MaB3system ab.

Hintergrund: Ladung wird nicht direkt gemessen, sondern nur durch die von ihr ausgeiibte
Kraft erkannt.



Moglichkeiten zur Bestimmung des Mallsystems

1. GauBlsches Mal3system: Man wéhlt k =1 —> F = %
r

Die Ladungen werden in mechanischen Einheiten angegeben (cm, g, s).

.em | | 3/2g1/2

)=

(eine elektrostatische Einheit)

2. ,,Praktische Mafleinheiten®, beruhend auf dem SI-System:

1 —107C2 =107 A% 2, F o D192

k= 3
dme) 4megr

[q] =A-s  (Stromstirke A = M)
Zeit
Mit g, =8,854- 10712 é—s (Dielektrizitdtskonstante des Vakuums)
m

A%s?.V.m _A-V:s W-s

As-m?2 m m

Folgt [F ] =

W: Leistung, Ws: Arbeit = Energie.

Zusammenhang mit mechanischen Einheiten:
W :lkgmz/sz.

Bei theoretischen Betrachtungen ist es oft leichter, das Gaullsche Mallsystem zu verwenden
(Proportionalititsfaktor entfallt).
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Elektrische Feldstarke: Als die von einer Ladung ¢; am Ort 7 der Probeladung ¢

hervorgerufene Feldstirke definieren wir den Quotienten

E= r . (g1 am Ursprung). (2.3)
q r
Allgemein
E(7)= L‘?) (2.4)
il

E: elektrischer Feldvektor
E ist fiir positive Punktladungen ¢; nach auBen und fiir negative Punktladungen nach innen

gerichtet.

Fiir eine Summe von Punktladungen folgt aus dem Superpositionsprinzip

E=ZM=ZE- 2.5)

-~ -3
- S

Haben wir eine kontinuierliche Ladungsverteilung, muss die Summation iiber eine
Punktladung in eine Integration tiberfiihrt werden: El- — dE'.

E(F)=| p(?’)MdV' (2.6)

11



2.1.1 Das Gaulische Gesetz

Wir bestimmen den Fluss der durch eine Punktladung erzeugten Feldstirke £ durch eine
Oberflédche, die diese Punktladung umschlief3t (hier der Einfachheit halber eine Kugel).

df=1- df 7 : duBerer Normalenvektor

il =1

E:%f E-ﬁ-dfz%?-ﬁ-df
r r

Wir integrieren iiber die Kugel (Oberflidche 4 mit » = const.) mit einer Punktladung ¢ im

Zentrum

§E df = §M 2.7)

Beachte: Kugelfliche 4= 42

§E . df =4mq Gaullsches Gesetz in Integralform (2.8)

Es ldsst sich ,,leicht zeigen®, dass diese Formel fiir beliebig geformte geschlossene Ober-
flachen gilt, die die Ladung g umschlief3en.

Schliefit die Oberfliche mehrere Ladungen ein, gilt nach dem Superpositionsprinzip

$E-df =4y g, (2.9)

oder bei kontinuierlichen Ladungsverteilungen

$E-df =4x][ p(7)-av . (2.10)
A 14

12



Uberfiihrung des linken Oberflichenintegrals in ein Volumenintegral (GauBscher Satz):

§E-df = [divE-av =4z p(F)-dV

A 14

divE — 4mp(F)i-dV =0 (2.11)
I{ ( }
)

Das gilt fiir beliebige Volumina. Demzufolge

divE = 4mp GaubBsches Gesetz in differentieller Form (2.12)

- oF
mit  divE = OF +—2 +8EZ .
ox oy oz

2.1.2 Das elektrische Potential

Das elektrische Feld E lisst sich als Gradient eines Potentials schreiben.
Wir hatten:

C=7) g it ap = dx'dy'dz’

a_ _ 3 — %!3
¥[F -] W(x X+ (y-yf +( 2)2} r7]
Entsprechend: gfad{ la, } - (F_F,3)
F—r !
Damit:
Jp grad{ |}dV
_ay (2.13)

E(F)= —gradjp (7')
v

|7"—7"

olF)

13



Potential einer Ladungsverteilung:

- 7 v’
o(F)= | oM (2.14)
7 |r -7
E(7)=—grado(7) = -Vo(F) V: Nabla-Operator (2.15)
Es gilt stets:  rot gradg =0 unddeshalb rotE =0
E, Op/Ox
denn E =—gradg bedeutet: | E » | =1 0p/oy (2.16)
o Op/oz
8EZ/8y—6Ey/8z 5 5
= 7p 079
rotE =| 0E,/0z—0E, [ox | und - —520 usw.
Yoz  0z0y
OE,, |0x —OE [0y
Damit erhalten wir die ersten beiden Maxwellgleichungen fiir den statischen Fall:
divE = 4o rot E =0
Feldgleichungen der Elektrostatik
divE =47p - »~inhomogene Feldgleichung* (2.17)
rotE = 0 — ,,homogene Feldgleichung* (2.18)
Andererseits gilt nach dem GauB3schen Gesetz:
- OF
divE = OF, +—2 4 OF; =4mp
ox oy 0z
und mit den Gleichungen 2.15 und 2.16
2 2 2
—div gradg = 4np = 0 f—i—a f—i—a Z) =-Ag
ox® oy° oz
Ap =—4np Poissongleichung, A Laplace-Operator (2.19)
Im ladungsfreien Raum gilt: A@=0  Laplace-Gleichung (2.20)

14




2.1.3 Potential einer Punktladung q (lokalisiert bei ")

Wir zeigen, dass ein Potential ¢(7)= el die Poissongleichung erfiillt.

|4 —

r—r

Sei 7' = 0: Ladung im Koordinatenursprung

o(r)=2, r=yx?+y?+z?
r
or 2x

Ox 2\/x2 +y2 +z°

N =

9 3q-xx_q 3¢x° ¢

o> rtor 3 ” =

ézgo 62(0 62(p 3q(x2 +y2 +22) 3q
SR I 5 )
ox oy oz r r

=0

Weiterhin muss gelten:

§E . df —4rq mit E =-gradp = —grad(gj
r

§E df = —q-§grad(%)df

; x/r
Integration iiber Kugel: df =df I df| y/r
r

2/

| x/r\ x/r
$E-df =qf—|v/r| v/r @
"z | z/r
=1
1 q g 4 2
= gb—df =L bdf =L 4m? =4
qﬁrzf rzﬁf L2 =

gilt fiir jede Umgebung von ¢ (auch fiir » — 0).
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2.1.4. Distributionen

0-Funktionen Um auch Punktladungen als Grenzfall kontinuierlich verteilter Ladungen zu
behandeln, fiihrt man d-Funktionen ein (Dirac).

Allgemein ist eine Distribution & (x) dadurch definiert, dass fiir eine beliebige (aber stetige
und integrable) Testfunktion f (x) gilt:

[7 5(c=x0 ) (e = £ (xo). (2.21)

—00

1. Wir betrachten folgende Funktion:

Ay
1/e 0 furx<0,x>¢
J.(x)= . (2.22)
l/e fir0<x<e
: P
Integration:
ja X)dx = ja dx+j5 dx+j5
&
= jl dx =1
€
fiir beliebig kleine Werte ¢. Im Grenzfall: ¢ — 0 entsteht:
A &(x)
j S(x)dx =1 (2.23)

—00

X

Allgemein: & = §(x —a) ist keine Funktion im eigentlichen Sinne, sondern eine "Distribution".

X=a:. 0>
x#za: 0=0

16



Die d-Funktion wird hier als Grenzfall einer bestimmten Funktion eingefiihrt.

Es gibt dafiir andere Moglichkeiten:

2. 0, = Le‘"z/ GauBsche Verteilungsfunktion (2.24)
me
11 .
9,(0)=—=— > fir -0 (2.25)
T &

A 88

X

o0
Diese Funktion hat ebenfalls die Eigenschaft: I d.(x) =1 unabhingig von ¢.

1 €
3. O = 3,2 (2.26)
x—>0 58=L jég(x)dle
T i
Es lasst sich zeigen:
[r@x)o(x)ax=7(0); [ r(x)o(x—a)=s(a) (2.27)
y A
d(x-a)
>x

17



Uber diese Integrale wird mittels der §-Funktion der Funktion f{x) ihr Funktionswert am Ort

x = a zugeordnet.

Beweis:

f x)ldx
€

[ ek -

0
A 1
dx

1 2
2 dx?

X" +...

f(x)=1(0)

X+

(

?{f(0)+f’-x+lf"-x2 +...}la’x
5 2 e

f f n 2
dx +— | xd d.
foe L e L e
! 2 1 14 3

SO+

AuBerdem gilt (gewonnen aus partieller Integration):

If (e a)de = pc=a)] — [ FPlr-a)=-r1a).

"Mehrdimensionale" 6-Funktion

5(77—51)=5(x—ax)5(y—ay)5(z—az)

MafBeinheit der eindimensionalen 8-Funktion: [§]= L .
cm

Allgemein im 3-dimensionalen Raum: [¢]=

cm3

18
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Darstellung der Ladungsverteilung einer Menge von Punktladungen an Orten a;:

p(F) =2 q:0(F ;) (2.30)
i=1
N
[p(F)aV =3 q:=q 2.31)
V i=1

2.1.5. Feldlinien

Unter Aquipotentiallinien versteht man den geometrischen Raum aller Punkte mit dem
gleichen Wert von o(F):

o(7) = const. Aquipotentialfliche

Die Flichennormalen zeigen in die Richtung von
gradp = —E(F)

Die Linien, fiir die die Vektoren E (77 ) an jedem Punkt die Tangentenrichtung angeben, heiflen

Feldlinien. Eine Kurve v =7 (/”t) ist eine Feldlinie, falls

x E(F(1))=0 (2.32)

Die Ableitung von 7 (/1) nach dem Bahnparameter A ergibt einen Tangentenvektor an die
Kurve; dieser muss fiir jedes A parallel zum Feld sein.

In der Elektrostatik gibt es keine geschlossenen Feldlinien (Beweis mittels Anwendung des
Satzes von Stokes auf rot £ = 0).

Abbildung
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2.1.6 Potentielle Energie einer Ladung im elektrischen Feld

Wird eine Ladung ¢ in einem elektrischen Feld E bewegt, dann wirkt auf diese Ladung

definitionsgeméil die Kraft
F(F)=qE(F). (2.33)

Arbeit I als Wegintegral:
W =—[F()dr =—q| EGF)dr (2.34)
(W >0, wenn gegen Feldkraft gerichtet 2 negatives Vorzeichen)

Corade it — o[22 40 80 09
qujgradw dr =q.[ a—dx+—dy+;dz
y "\ Ox 4

' ayV
B (2.35)
= q| do = 4(p(B) - 9(4))

4
Die auf dem Weg von A nach B verrichtete Arbeit entspricht genau der Differenz der
potentiellen Energie (hier elektrische Potentialdifferenz x¢q) an beiden Punkten.
Die Arbeit W ist wegunabhéngig.
Wenn Punkt 4 im Unendlichen liegt, so dass go(A) =0, dann gilt:
W(F)=q-olF) (2.36)

W: potentielle Energie der Ladung ¢ im elektrostatischen Feld E .

Lings der Aquipotentiallinien kann man Ladungen ohne Arbeitsaufwand verschieben.

20



2.1.7 Energie und Energiedichte einer Ladungsverteilung

Ausgangspunkt: Potentielle Energie /¥ einer Punktladung ¢ in einem elektrischen Feld ¢ (W

statt 7/, um Verwechslung mit Volumen } zu vermeiden) geméfl Gleichung 2.36.

W =qqp

Energie einer Ladungsanordnung in ihrem eigenen Feld:

q E
9
di dk

Zunéchst denken wir uns alle Ladungen unendlich weit voneinander entfernt. Der gesamte

Raum ist feldfrei. Potentielle Energie = Arbeit, die notwendig ist, um die Ladungen ¢; an die
Orte 7, zu bringen.

Um die erste Ladung an den Ort 7, zu bringen, ist keine Arbeit erforderlich. Die Ladung g,

ruft aber ein Feld ¢, (7) = rqﬁ hervor.
r—n

Um die zweite Ladung an den Ort 7, zu bringen, ist die Arbeit

Wy =gy ()= |;212_q%|

erforderlich. Beide Ladungen erzeugen das Feld

\__ 4 92
PO Al

Fiir die Anordnung der Ladung ¢g; muss deshalb die Arbeit

21



W3 = 139, 9392 _ q305(73) geleistet werden.

A=Al B

Addition aller Arbeitsleistungen:

g

i=2 k:1|’7i_’7k|

N
W=— 94k (2.37)

235 k¢i|’i_7k

Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen

W= lj jMdV'dV (2.38)
2VV’

g F=r
so dass
1 N\ (=
w :Ejp(r)go(r)dV . (2.39)
14

Die Wechselwirkungsenergie I ldsst sich als Integral iiber die Feldstirke ausdriicken.

Unter Verwendung der Poissongleichung
Ap(F) = ~4mp(7) |
folgt: W =——[pApdV (2.40)
&
7
Es gilt allgemein die Beziehung:

aAa = div(a grada)— (grad a)’ (a: skalare Funktion).

22



Beweis:

Oa/ox |
0%a 0%*a 0°a ! . / oa 2 oa 2 oa 2
a + + =div| a| da/oy | |-|| — | +| —| +| —
o’ oy ozt ox oy 0z

da/ oz |

a( 8aj o( éa a( oa (aajz oa (aajz
=—|la—|+—|a— |[+—|a— |-|—| -|=—| -|=—
ox\ ox) oy\ oy) oz oz ox oy 0z

Demzufolge erhilt man:

W= —ijdiv(q) gradg)dV + . [(gradp)*dv (2.41)
8t 8t

Das erste Integral 1dsst sich in ein Oberfldchenintegral umwandeln.
J-div(ga grad go)d V= ﬁ (go grad go)a’f

Dieses Integral ist gleich 0, wenn {iber unendlich groBen Raum integriert wird, da im
Unendlichen ¢ — 0.

W= EGFYdv (2.42)
8t

Energiedichte des elektrischen Feldes:

w(i)=— E(F)? (2.43)
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2.2  Anwendungsbeispiele

2.2.1 Elektrische Feldstirke beim Durchgang durch geladene Flichen

Eine Ladung sei homogen auf einer unendlich groBen Fldche verteilt (keine Randeftekte).

Flachenladung: o = % (F: Flache eines betrachteten Teilstiicks)

a) Gaullscher Satz fﬁdf =4mq = 47rjp(?)dV
V

n Tl_l‘l El

—_—

e
nlz'_ﬁZZH

(anstelle von Flache: Quader, beliebig diinn, Fluss durch Seitenflichen vernachldssigt)

§Edf = (Elﬁl +Ezﬁ2)F =4rq = 4no - F
= (B, - E, )i = 4n0 (2.44)

E,ii, E,7i : Normalkomponenten des elektrischen Feldes auf beiden Seiten.

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes dndert sich beim Durchgang durch eine

geladene Flache sprungartig.

En,l = 471'0 + En’z

b) Da sich die Feldstirke aus einem Potential herleiten ldsst, muss das Umlaufintegral

verschwinden:

§EdF =0=E, \Ax—E, ,Ax=0

= Ex,l = Ex,2

YA
\J

allgemein: £, = E, ,

24



Die Tangentialkomponente des elektrischen

Feldes éndert sich beim Durchgang durch

eine geladene Fliche nicht.

2.2.2 Kondensatoren

Es existieren verschiedene Typen von Kondensatoren, z.B. Plattenkondensator, Kugel-

kondensator, Zylinderkondensator.

Plattenkondensator: zwei leitende, ebene
Platten, parallel, mit Abstand d. I d
Randeffekte vernachlissigt.

Auf jeder Fliche: konstante Ladungsdichte: o = %

Zwischen den Platten gilt: £ =470 = 47[% (2.45)

Feldstarke innerhalb des Kondensators ist konstant. Au3erhalb existiert kein Feld.

Potentialdifferenz der Platten:

d d d
] =—IE dr =—'[E dx:—EJ.dx:—Ed

0 0 0
Spannung des Plattenkondensators: U = ¢ — @, = 47[%d (2.46)
Kapazitit des Plattenkondensators: C = 9 _4 (2.47)

Ag B U
Entspricht der Aufnahmefahigkeit dieser Anordnung fiir Ladung.

Kugelkondensator

Wir betrachten eine geladene Kugeloberflache (Radius R).
Oberflachenintegral im Abstand » > R

25



Der Einfachheit: nur Beriicksichtigung der »-Komponente des Feldes (in Kugelkoordinaten),
die anderen existieren nicht.

ﬁgEdf =E-4mr? = 4nq

Py q

L y=1 (2.48)
4 r

Weiterhin betrachten wir zwei konzentrische Kugeln mit entgegengesetzt gleichen Ladungen:

F %

Feld auBlerhalb und innerhalb
der Anordnung =0

Potentialdifferenz fiir beide Radien = Rund r = R+ AR:

1 1 AR
Ap=¢q| —— =¢—F— 2.49
Y q[R R+ARJ TR(R+AR) (249)
Kapazitét definiert als C = g
Agp
R(R+A
C = M (2.50)
AR

Fiir AR << R gilt ndherungsweise

Aus Symmetriegriinden sind die Ladungen gleichmédBig auf den Kugeloberfldchen verteilt.
Auch die Potentialdifferenz ist {iberall die gleiche. Ein Teilstiick F trigt die Ladung:

F.
Ag = qz
4R
Ag F-q R? F F
Cp=—=2--4 = - , (2.51)
Ap  47zR* gAR 4AmAR 4m-d
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Die Kapazitit Cr eines Teilstiickes F ist somit unabhdngig vom Radius und gilt demzufolge

auch fiir R — o (wie beim Plattenkondensator).

2.3 Potential und Feldstirke eines Dipols

Dipoldichte: Grenzwert, dem das Produkt aus
Ladungsdichte und lokalem Abstand
zustrebt, wenn der Abstand gegen 0 geht:

D(F)= lim o(7)d(7) (7' (2.52)

Einfacher: nur zwei Punktladungen:

=1

o

Dipolmoment p: Vektor, der von negativer

zu positiver Ladung zeigt. Produkt von
Ladung und Abstandsvektor: p = ga
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Vernachlissigen des quadratischen Terms, Entwicklung der Wurzel:

= r[l —QJ
b 252

a-x
Analog: ry = r(1+—]
2r?
_q)_ 1 !
r a-x a-x
1-— 1
2r? 22
go—q a-x/r2 _q-a-x

- V(l—a2x2/4r4) 3

Allgemein: ¢ = p-3r z.B. =0 fir pLl7r
r
hier:
p = (Cl : q,0,0)
(a-¢.00)(x,5.z) gq-a-x
3 3
Feldstarke:

6_(p_q-a_3a~x2q _q-a_3qax2

Ox r3 rS r3 r5
Op _ 3qaxy  Op _ 3qaxz
8y rS ’ 0z rs
E = —gradg
3qax2/r5 —qa/r3
E= 3qaxy/r5
3qaxz/r5

Spezialfall von:

E: 35}’(13 r)_l_j

IR
N

;e =
r

28
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Allgemeiner: Multipolentwicklung:

Wir betrachten eine statische lokalisierte
Ladungsverteilung.
(In der Abbildung liegt die elliptisch

begrenzte Ladungsverteilung innerhalb einer
Kugel r = R. Im Bereich » > R wird das

Potenzial (p(? ) nach Potenzen von R /r

entwickelt.)

~ beliebig, r <R,
p(r)=
0, r > RO

Im Bereich r > Ry kann das elektrostatische

Potenzial ¢(7) nach Potenzen von R, r

entwickelt werden. Wir benutzen hier die Darstellung in kartesischen Koordinaten.

Wir gehen aus von Gleichung 2.14

0)- [£ar

1
Der Abstand |i7 -7 '| = ((x1 —x' )+ (e, = x, )+ (o = x, ) )5 héngt von den kartesischen

Koordinaten x,,x,,x; und x',,x',,x'; ab. Wir entwickeln den inversen Abstand in eine

Taylorreihe nach Potenzen von x',,x',,x';:

1 <& .0
= Z o111 X x'; ~+
2 axaxr

|l”— | ;_ll ax r i,j=1

Dazu benutzt: iL =— i# - _il
ox'; |17—17'| o Oox; |17—i7'| o ox; r

o1 (2.55)

1

Wegen Al =0 im Bereich r > R, konnen wir den letzten Term in (2.55) auch wie folgt

7

ergénzen (und damit das Ergebnis vereinfachen):

1 3
ﬁ—;—z -——+2 (x'l-x'j—r'z

i=1 ox; r i,j=l1

S..
ijii1+... 256



Wir fiithren folgende kartesische Multipolmomente ein:

= | p(7 Ladung (2.57)

D; (17) = J.x'l- p(? )JV' Dipolmoment (2.58)
v

Ql] J.(3x X -),0(17' )dV' Quadrupolmoment (2.58)
4

Unter orthogonalen Transformationen ist g ein Skalar, p; ein Vektor und Q; ein Tensor

zweiter Stufe.

Wir multiplizieren (2.56) mit p(?‘ )dV‘ und fiihren die Integration aus; dies ergibt das
Potenzial (/)(F ) und dann benutzen wir oben aufgefiihrte Momente (2.57-2.59)

S 01 19 o o1
J‘ng' % Y it =Y Ot (2.60)
i=1 i

r—r ox; r 6. =

Wir fiihren die Differenziation aus und erhalten:

(p(?)=——— = Z 0,

r 1]1 I"

(r>Ry) (2.61)

Dies ist eine Entwicklung nach Potenzen von Ry /r . Die explizit aufgefiihrten Beitréige sind

das Monopol-, das Dipol- und das Quadrupolfeld.

Anmerkung: Wir haben benutzt:

- X:Xx;: O
o1l __x 4 0 01 00 1 X%

” 3 5 3
ox; r r Ox; Ox; r  Ox; Ox; /x12 +x§ +x32 r r

3
Da die Spur der Matrix Q; verschwindet, (ZQ”. =0), fiihrt der letzte Term in (2.56) zu
i=l1
keinem Beitrag. Die Spurfreiheit des Quadrupoltensors haben wir durch Zufiigen des Terms

mit 6;; erreicht; dadurch wurde das Ergebnis vereinfacht.
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2.4 Elektrostatik in Substanzen

Die Elektrostatik in Substanzen weicht von der im Vakuum ab. Grund dafiir ist die Tatsache,
dass Substanzen aus Molekiilen und Atomen bestehen, die ihrerseits aus elektrisch geladenen
Bestandteilen aufgebaut sind. Unter dem Einfluss elektrischer Felder kommt es zu
Verschiebungen der einzelnen Komponenten der Substanzen. Bisher hatten wir die Lage der
Ladungen als fest vorgegeben betrachtet. Durch Trennung der Ladungen entstehen in den

Substanzen viele Dipole und dadurch eine Polarisation der Substanz.

Wir untersuchen die mit Dipolen verbundene Ladungsdichte.

a) einzelne Punktladung am Ort 7;:

O pF)=q6(F -7)

-

b) einzelner Dipol

p(7)= qé(? - (FO + %D - qé(? - (70 - %D (2.62)

a s
Th_a T Ty+ @
) U )

Wir betrachten d(7) als differenzierbar (z.B. J,-Funktion). Dann kann man J in eine

Potenzreihe entwickeln und erhilt fur sehr kleine |Zi|
p(F)= q[é(f7 ~7 )—% grad o(7 - 7, )} - q[é(? 7 )+% grad o7 — 7, )}
p(F)= —qa gradd(F - 7,) (2.63)

p(7)=—p gradd(v —7,) (2.64)
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Fiir eine Anordnung von vielen Dipolen folgt

p(F)==> p, gradd(7 —7),  F: Ort des Dipoles i. (2.65)
i

Wenn p; = konst., ergibt sich daraus
plF)=—div ) p;o(F -7) , (2.66)

wobei wir div (@-b)= b( diva)+a grad b beriicksichtigt haben.

Definition der Dipoldichte:

P=>p;8(F-7) = p(F)=-divP, mit P: Polarisation (2.67)
i

Dielektrizitat: Wir betrachten elektrische Felder in Nichtleitern, d. h. in Substanzen, bei denen

die Elektronen in ihren Atomen lokalisiert bleiben.

"Primitives" Atommodell:

Proton im Koordinatenursprung;

Elektronen "verschmiert" {iber eine Kugel

vom Radius R.

Welches Feld E, erzeugen die verschmierten Elektronen?
GauBscher Satz:

Bei Integration iiber eine Kugeloberfliche vom Radius » < R
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r=0 = Ei =0 Proton befindet sich im Mittelpunkt der Ladungsverteilung in Ruhe.

Neben dem Feld E;, das durch die Elektronen hervorgerufen wird, soll ein uBeres Feld E,

existieren.

Im Gleichgewicht gilt: E, + E; =0

E R?
a (2.68)

.——>Ea

Das Atom besitzt als Ganzes ndherungsweise das Dipolmoment

S _py, S (2.69)

wobei V4 das Atomvolumen bezeichnet, das dem einzelnen Elektron zur Verfiigung steht.

Gesamtdipolmoment bei N Atomen:

- - 3
Pges =N-Vy-E,— (2.70)
4z
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O OOO/ Vs =N -V +V'
OO O

Dipoldichte: P = Paes _ NV - iEa (2.71)
aes N-V,+V'")4n
1
<

(Gleichheitszeichen gilt bei dichtester Packung.)

P=yE,  x:dielektrische Suszeptibilitit (2.72)

Feldberechnung in dielektrischen Substanzen

Die elektrische Feldstirke im Vakuum wurde bisher aus der Grundgleichung 2.17

div E = 47p (oder mit E = —grad ¢ aus Ap = —4np)

berechnet.

Die Gleichung kann auch bei Anwesenheit von Substanzen aufrechterhalten werden, wenn

man unter p nicht nur die makroskopischen Ladungen, sondern auch die mikroskopischen
Ladungen in den Substanzen versteht.

Peesamt =P+ Ppp- P, Ladungen, die von der Polarisierung der Substanz herriihren

Wir hatten

p, =—divP,

divE = 47t(p + pp)= 47t(p —div ]3),

div(E + 47 P)=4zp. (2.73)

Es wird ein neuer Feldvektor eingefiihrt, die "dielektrische Verschiebung":

D=E+4zxP. (2.74)
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Wegen P = yE gilt
D =(1+4xy)E = ¢E . (2.75)

¢: Dielektrizitatskonstante.

div (E,‘E ) =4np GauBsches Gesetz in Dielektrika (2.76)

Im allgemeinen Fall kann ¢ ortsabhéngig sein. Dann gilt & = 8(17 )
(grad e)E +e-divE =4mp .

Im einfachsten Fall gilt ¢ = konst. und damit:

div = 2% Q2.77)
&

Wenn ¢ konstant ist, ist die Feldberechnung also nicht schwieriger als im Vakuum.

Spezialfall: ¢ ist gebietsweise konstant. Dieser Fall ist von groer praktischer Bedeutung, z. B.

fiir die Berechnung von Feldern an biologischen Membranen.

e=280 e=2 e=280
Elektrolyt Membran Elektrolyt

Wie édndert sich das Feld beim Durchgang durch die Grenzflache?

€1 | &r keine makroskopischen Ladungen
an der Oberflédche.
AF ~
J [(givD)ar =0
14
\ = {Ddf=0
< 5 - >
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= Dy =Dy,

Die Normalkomponente des Vektors D ist an der Grenzfliche stetig. Wegen D = ¢E gilt
erkn; =&y,

Die Normalkomponente von E #ndert sich sprunghaft.

rot E=0

{} = E,,=E,

Die Tangentialkomponente von

€ &r = . .
l E ist stetig.

(Ahnlich wie beim Feld, das in der Nihe geladener Oberflichen existiert.)

2.5 Elektrischer Strom und Stromdichte

Bisher: statische Ladungen. Nun: bewegliche Ladungen, damit auch Zeitabhingigkeit
Ausgangspunkt: Ladungserhaltung

dq
=1L 2.78
& (2.78)
Strom = Ladl%ng
Zeit

I: Ladungen, die pro Zeiteinheit durch die Oberfldche von innen nach auflen stromen.

g=[pav ; 1=§jdf 7 Stromdichte (2.79)
V
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d .
Elj;pdV+j;]df=O

d -
Elj;pdV+IJ;d1V]~dV=0

= Z—p +divj =0  Kontinuititsgleichung fiir Ladung (2.80)
4

Beispiel: Stromdurchflossener diinner Draht

Ein diinner Draht wird durch eine Bahnkurve / = (s) mit s

1dl als Bahnparameter beschrieben. Der Strom / flie3t durch
Draht
den Draht.
f( ) Der Tangentenvektor d/ / dl zeige in Richtung des Stroms.

Af ist die Querschnittsfliche des Drahtes

Dann ist die Stromdichte definiert als: j = 1 dr
Af dl

Zusammenhang zwischen Stromdichte, Ladungsdichte und Geschwindigkeit:

Wir betrachten kontinuierlich verteilte Ladungen, die sich mit konstanter Geschwindigkeit in

x-Richtung bewegen. Im Zeitintervall bewegt sich eine bestimmte Ladung vom Ort x = x,, zu
X =X, + Ax mit Ax =v _At. Dabei werden die im Volumen AV = FAx enthaltenen Ladungen

durch die Fliache F transportiert.

A A “ v.At >
Ag=p-AV . Bd_y_ AV Y
—
FA X, v
X
I = =p-F-v
P Az P x
1
]x=F=p-Vx
allgemein: j=p-v. (2.81)
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Mikroskopische, klassische Behandlung (at — atomar)

Betrachten Punktladung ¢; mit Ortsvektor 7 und Geschwindigkeit ¥; = 7:(¢)

Das ergibt die Ladungsdichte ,oat r, t qu (2.82)

und die Stromdichte j,, (7,¢) qu v, -5(F - 7(t)) (2.83)

Im endlichen Volumen AV gibt es viele Ladungen und somit eine mittlere Ladungs- und
Stromdichte:

pl7,1)= AV AVZq, und  j(7,1)= Zq,,

Sind alle Ladungen gleich, ¢; = ¢, dann
=0 Noa 1t ¥ L
JE) =L 5 =3, = p(F.1)- () (2.84)

mit Ag und AN Summe und Anzahl der Ladungen in AV

Handelt es sich um Elektronen, dann gilt:

j=e-n-v, n: Teilchendichte. (2.85)

Ein duBeres Feld iibt eine Kraft auf die in einem Leiter frei beweglichen Ladungen aus. Die

Bewegungsgleichung der Ladungen lautet dann:

2 -
mﬂ+yd—r:eE (2.86)
di? ' dt
dr - d’F

y; : Reibungskraft. Im stationdren Zustand (d.h. konstante Bewegung) gilt dt_2 =0 und
somit

59T _€E (2.87)

dt vy
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Fiir die Stromdichte gilt dann

]’ =pv=e-n -EE
V4
- = e’n
j=o ; 0=—0 mit o: elektrische Leitfahigkeit.
V4
Anwendungen

Kontinuititsgleichung im statischen Falle:

= %+div]‘=0 > divj=0

Dann gilt: _[div JdV =0= §]df
v f

- Kirchhoff'sche Knotenregel —711 -1, +13+14=0

14

I
L

Ohmsches Gesetz:

Wir betrachten einen diinnen Leiter.

B m—

g

Konstante Potentialdnderung entlang x.

F=—gradg : EX=E=_¢2I—€01 =€01;¢2 =%
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Der Widerstand R wachst mit der Lange / des Drahtes und sinkt mit zunehmender Flache F’

und zunehmender Leitfdhigkeit o.
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