3  Magnetfelder
3.1 Magnetostatik

3.1.1 Magnetische Dipole

Elektrostatik: Es gibt einzelne elektrische Ladungen, die aufeinander Krifte ausiiben. Sie

konnen isoliert auftreten. Ladungen konnen positiv oder negativ sein.

Magnetostatik: Es gibt "magnetische Ladungen", die ebenfalls unterschiedliche Vorzeichen

haben, aber nie isoliert vorkommen, sondern nur als Dipole (magnetische Dipole).
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Ladungen = Siidpol und Nordpol

Magnetisches Dipolmoment: i

Beobachtungen:
1. Magnetische Dipole erzeugen ein magnetisches Feld B analog zum elektrischen Feld E,
das von elektrischen Dipolen hervorgerufen wird.

2. AuBere magnetische Felder iiben auf einen magnetischen Dipol ein Drehmoment D aus.

3.1.2 Das Kraftgesetz

Untersuchungen dazu um 1820 von Biot, Savart, Ampeére

In der Elektrostatik wurde das elektrische Feld durch die messbare Kraft F = q- E auf eine

Probeladung q definiert. Analog dazu definieren wir das Magnetfeld E’(F) durch messbare
Krifte auf Strome.

Betrachten: diinner, stromdurchflossener Leiter; der Draht ruht, der Strom [ ist konstant.

Bei Anwesenheit anderer stromdurchflossener Leiter stellt man fest, dass auf den Draht Krafte
wirken. Auf ein kleines Wegelement d/ des Drahtes wirkt eine Kraft dF , fiir die gilt:

dF I, dF ocdl, dF 1dl .

Die Kraft dF kann daher in folgender Form geschrieben werden:

dﬁ(?) = idi X E(F). 1. Ampéresches Gesetz (3.1)
c
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Das ist auch die Definition des Vektorfeldes B(7) als Messgrofe.

Die Definition enthélt noch eine Konstante (c). Diese Konstante ist die Lichtgeschwindigkeit.

c~3-1082
S

Die Dimension der Konstanten impliziert, dass £ und B in gleichen Einheiten gemessen
werden, denn l] -dl / cJ: [q]; die Grofle der Konstanten impliziert, dass E und B in einer
elektromagnetischen Welle gleichgrof3e Amplituden haben (spiter).

Das durch (3.1) definierte Feld B(? ) wird

- magnetische Induktion

- magnetische Flussdichte
genannt.
Eigentlich wire magnetische Feldstirke sinnvoll wegen Vergleichbarkeit mit E , aber wir
werden spéter bei der Behandlung von Materie sehen, dass die magnetische Feldstarke

H = B—4zM mit der Magnetisierung M ist.

Nachdem B als Messgrofe festgelegt ist, soll bestimmt werden, welches Magnetfeld durch
einen stromdurchflossenen Leiter hervorgerufen wird.

Das Stromelement /-d/ am Ort 7 erzeugt am Ort 7 einen Beitrag dB zum Magnetfeld, der

senkrecht zu d/ und zu 7 — 7" ist. Summiert man alle Beitréige fiir einen unendlich langen,
geraden Draht, dann ergeben sich Kreise als Feldlinien.

Also:
Drahtstiick d/ am Ort 7" ist von Strom / durchflossen = ruft am Ort 7 Beitrag dB hervor,

fiir den gilt:
dBocI-dl, dBLldl, dBLJF-7|

2

dBec1f[f~7*,  dB e sin(dl,7 - 7)

Lasst sich zusammenfassen zu
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dé(? ) = £all x LT 3 Biot-Savart-Gesetz in differentieller Form (3.2)
< -7

Fiir kontinuierlich verteilte Strome gilt:

dl 1dl =L ai Af=jdi -Af=jdi-Af  (33)
df Af

»

| > 1dl = jdv (3.4)

Einsetzen von (3.1) in (3.2) ergibt unter summieren aller Beitrdge (integrieren):

B(¥)= %J- 7(7)x |17 _j|'3 av'. Biot-Savart-Gesetz in integraler Form (3.5)
F—F

Aus einer gegebenen stationédren Stromverteilung kann so das Magnetfeld berechnet werden.

Beachte: Analogie zu E(7)= I Md V' aus der Elektrostatik

po [F-F

Beispiele zur Anwendung

Kraft auf Punktladung

Die Kraftdichte, die ein Magnetfeld B auf eine Stromverteilung ausiibt, ist

l-

N dF Idl . N 5

f(r)—W—;WXB(F)—;J(F)XB(F)- (3.6)
Fiir die Stromdichte

J(F)=q-v-6(F 7)) (3.7)

einer bewegten Punktladung ergibt dies die Kraftdichte f(7)=F -&(7 — 7 ) mit

F=qYxB(F) Lorentzkraft (3.8)
C

Dies ist die Kraft F auf eine Punktladung bei 7y , die sich mit der Geschwindigkeit v = ?0
bewegt. Zeigt ¥ inx- und B in y-Richtung, dann wirkt die Kraft F in z-Richtung.

(Entspricht der Kraft F = gE aus Elektrostatik.)
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/\ In einem homogenen Feld
entsteht eine Kreis- oder

Y

Spiralbewegung.

/—\
—
Y

C

mz—‘::%(ﬁxé) |-17

mﬁ% - %%(ﬁ): %v(vx BFo

= v? =konst., d.h. Betrag der Geschwindigkeit bleibt konstant.
Es gilt fir r=0: ¥,1B
Wegen dv1B gilt somit V1B auch im weiteren Zeitverlauf.

2
hier: F=4" B = m}: (£ Zentrifugalkraft)
c

R:m-vz-c:m-v-c
q-B-v q-B

wegen v =konst. = R = konst., d.h. Kreisbewegung.

Magnetfeld eines o langen Leiters im Abstand R

Aus Symmetriegriinden kann B nur vom
Abstand R abhiingen. B entlang des
Leiters ist iiberall gleich. Wir berechnen
B an der Stelle / im Abstand R.

1> +R* =72

- 1% dl-rsing
‘B‘:B:Z_J;Or—s
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I-R %

rsin$=R ; B= J. dl 2
¢ —00(12+R2)3

o0

I-R dl

(e

B =

o0
B=£lj di/R ; I/R=x
c 3

R—w(wllﬂz/sz

B=—- 3.9
R (3.9)
von oben
Y
CQ/'% @ F
Feldlinien sind konzentrische Kreise. Vektorform: B = ﬂé = 21 e, (3.10)

Kraft zwischen zwei parallelen Leitern

Berechnen Kraft zwischen zwei parallelen, unendlich langen, geraden Drihten im Abstand d.
Betrachten ein Wegelement d/; des ersten Drahtes. Die anderen Wegelemente desselben

Drahtes bewirken kein Feld an dieser Stelle, da sie parallel zu d/; sind. Also wirkt nur das

21
Feld des anderen Drahtes, das den Betrag B, = ﬁ; hat und senkrecht zum Draht steht.
c
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Iy
A A
Adl
< d >
)
Da B, Ldl, gilt
I,dl, -B I, 21

Kraft pro Langeneinheit d/; von Leiter 1

dFy, 2LI, dF, _dF,
dl, 2.4 dl, d,

Falls beide Leiter oo lang: Gesamtkraft — oo .

3.2 Feldgleichungen der Magnetostatik

3.2.1 Das 2. Ampéresche Gesetz

Es galt Gleichung (3.5)

B(7)= [ dB =

LG =r),,,

i o

dF, :%(dfl <B,)

(3.11)
Anziehungskraft, wenn Strdme parallel
gerichtet.

AbstoBungskraft, wenn antiparallel.
(3.12)

Fiir die weitere Umformung bendtigen wir die Beziehung

3 1

-7
= — — =
-7

3 >

grad| — 14
=

|7 =7
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wobei der Nabla-Operator nur auf 7 wirkt. Damit konnen wir das B-Feld wie folgt schreiben:

B(F)= _% Vj{;—(f)va}dV'

[P =7
Wir benutzen aus der Vektoranalysis die Beziehung
rot(a-ii) =V x(a-ii)=a-rotii + (grada)x ii

sowie die Eigenschaft div j = 0. Damit folgt:

B(F) = rot {%J‘Vj(jf;)w dV'} .

Die Divergenz einer Rotation verschwindet stets, so dass aus (3.15) folgt:
div B(F)=0.

(Im Gegensatz zur Elektrostatik, wo gilt div E = 4zp .)

Fiir einen oo langen geraden Leiter hatten wir abgeleitet:

B:2-I A
c'R -

5
C

Spezialfall von

§B dr =— (Linienintegral) 2. Amperesches Gesetz in integraler Form

Die Allgemeingiiltigkeit soll hier nicht bewiesen werden (folgt direkt aus (3.15)).

Fiir kontinuierlich verteilte Strome gilt:
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1=[j0)df" ar
f

§Bdr =47”jj(f')df' f
c s

Umformung mithilfe des Stokesschen Satzes:

[rot Baf =22 j(7)df
7 “7
und somit
- 47 - . . :
rotB=— 2. Amperesches Gesetz in differentieller Form
c

Gegentiberstellung der Grundgleichungen der Elektrostatik und der Magnetostatik:

ES: divE =4mp rot E =0
MS: divB=0 rotl§=4—n]’
c

ES:  §Edf =4mp §EdF =0
7 c

MS: §Bdf=0 @d?:ﬂ
¥ C ¢

3.2.2 Das Vektorpotential

|F r'

Es galt (3.15): B(F): rot {lJ@dV}
Conlr =

B kann dargestellt werden als Rotation eines Vektorfeldes:

B=rot 4 A: Vektorpotential

In Analogie zum elektrischen Potential ¢ :

E=—gradg

48

(3.18)

(3.19)



Kennt man ¢, 148t sich £ berechnen:

v’
v= jp|r _

@ ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Ahnlich fiir das magnetische Potential. Da allgemein rot grad y = 0 gilt, folgt

A = A+grady
B=rot A=rot A’ (3.20)

A ist also nur bis auf den Gradienten eines skalaren Potentials festgelegt. Um Eindeutigkeit

zu erzielen, kann an A eine zusitzliche Bedingung gestellt werden.

Eine Mdglichkeit ist ¥ = 0 und damit div A=0. Das ist die sogenannte Coulomb-Eichung.

Wegen:
rot B = 4—}
c
erhdlt man
rot (rot 2[): 477[]

rot (rot ;1) = grad (;iiv ;1)— AA

—Ad=""7 (3.21)

Das ist die Bestimmungsgleichung fiir A (analog zu Ag = —4mp in der Elektrostatik).

Weiter vorn hatten wir (3.15):

B—rot{ Iﬂ}
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Mit Definition B =rot 4 folgt demnach fiir das Vektorpotenzial

A== j dV (3.22)
V I"

Man kann zeigen, dass div 4 = 0 erfiillt ist.

3.2.3 Magnetischer Fluss

Die homogene Feldgleichung der Magnetostatik lautet: div B(? ) =0.

Wir suchen nun die integrale Formulierung dieser Feldgleichung. Dazu nutzen wir die
Definition des magnetischen Flusses @, durch eine Flidche f:

_[B-df (3.23)
J

Wegen B=3®,,/f heilit B ja auch magnetische Flussdichte.

Aus der Feldgleichung div E(F):O folgt, dass der magnetische Fluss durch eine

geschlossene Fliche f'verschwindet:

B-df = |divBdV =0. (3.24)
§B-df =]
f 14

V' ist das von feingeschlossene Volumen.

Anschaulich: Es gehen ebensoviel Feldlinien in 7 hinein, wie wieder hinausgehen.
- Da das fiir beliebige Volumina gilt, miissen die Feldlinien geschlossen sein.

- Es gibt keine magnetischen Ladungen, die Ursprung von Feldlinien sind.

3.3 Magnetischer Dipol

Wir betrachten eine lokalisierte Stromverteilung:

L\ [beliebig, <Ry e
j)= , ;
0, > RO |
Gesucht: Feld auBlerhalb der Verteilung \\\ _____ el
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Im Bereich r > R kann das Vektorpotential A nach Potenzen von Ry /r entwickelt werden.

(vgl. Multipolentwicklung des elektrischen Potentials friiher)
Hier: Beschrankung auf den niedrigsten Term: magnetischer Dipol

Entwicklung von:

Einsetzen in den Ausdruck (3.22) fiir das Vektorpotential:

Y 4] ’ 1 = = Y ’
_IJ| '[j(r)dV+ 3I(r-r)-](r)dV +...
r—r| e o cr

In einer begrenzten Stromverteilung gibt es in jeder Richtung gleich viele positive und

negative Beitrdge. Daher gilt:

j j(?’)d V'=0 also: der erste Term entfillt, es gibt keinen magnetischen Monopol!
‘VV

Behandlung des zweiten Terms:

1

Wegen div j =0 folgt » 0, (x;j,)=J;

Beweis:

3
0
22 0u(xin)= 2= (xi )
—~ 1Jn —~ axn l n
0 0 .
— (- )+ =0 o)+ —(x; 3)

5 X1 axz 3
_ax 1+ i%-i_% '2+xia~]_2+%j3+xia]_3

ox 1 Ox 1 Oox ) Oox 2 Ox 3 Oox 3
. A N (/R L3

5x 1 ax 2 ax 3 6x 1 5x ) ax 3

=divj =0
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—1

S;C.i Ji bleibt
L0

Ox

3 I
Dabher gilt: _[xk - ji(F)dV = Zkaén(xi -jn(?))de:— jxi G (F)av
v n=ly v

p.L: J.u V= uv—J.uv' = O—J.uv'

weil j =0 fiir V' =+

Wir multiplizieren beide Seiten mit x;', summieren iiber &, gehen zur Vektorschreibweise

uber und vertauschen 7' < 7 :

ixk Ji(F)dv = —ixi Lk (F)av [,

[xe-3iF)-xprdv == x; - jy (F)-xp dv >, Vektorschreibweise
}(?-?')-7(F)dV=—IFV-(]'(F)-?')W |'7k'<—>'7

E(?- ) J(F)dv = —f )-7)av

Noch ein Trick: 4 =-B — A=%(A+A)=%(A—B)

Damit formen wir den zweiten Term der Dipolentwicklung um:

(7360 =3 (775677 )-Pav
. _% J < (7 (7))av allg. gilt: ax(5x2)=b(a-2)-cla-b)
=L Vj'(r <7 7))y

Die Grofle

ji- iV(? < J(F))av (3.25)
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bezeichnen wir als magnetisches Dipolmoment der Stromverteilung.

Einsetzen ins Vektorpotential (Entwicklung):

AF) =24 fir r> Ry (3.26)

o= =\ =2
B(F)=rot A = 3 B) i (3.27)

Beispiele fiir Systeme mit magnetischem Dipolmoment:
Erde
stromdurchflossene Drahtschleife oder Spule
Kompassnadel

Elementarteilchen

Folgerungen: Drehmoment

Beobachtungen:
1. Magnetische Dipole erzeugen ein magnetisches Feld B analog zum elektrischen Feld E,

das von elektrischen Dipolen hervorgerufen wird.

E = 3¢, (p -3er )—p : Elektrostatik
r
7 = _ 7
D 3ér(ﬁér)_ﬁ = r
B = 3
r S N

2. AuBere magnetische Felder iiben auf einen magnetischen Dipol ein Drehmoment D aus.

Elektrischer Dipol: D =7 x F F': Kraft
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p
© — > ©
¢ p=qad
D=D +D, =7 xF )+(F xF,)
=—|r x (qE )+ (: X qE))
= (F. =7 )xqE = (qd)x E
D=pxE  Drehmoment
Analog gilt in der Magnetostatik:
D=jixB  fiir magnetische Dipole.
g D=0 fir B

Y

@

H/ﬂ\"
Vi

Y

Y

Das magnetische Moment einer Leiterschleife

Elektrischer Dipol

&>
- 4

P
-~
<_/

In einem homogenen Feld £ wird p in Feldrichtung gedreht.

Drehmoment: D = px E (hatten wir hergeleitet).

Definition: D = zix B fiir ein magnetisches Dipolmoment.

54

(3.28)

Die Dipole werden in Feldrichtung gedreht.



Leiterschleife:

a
1 von oben
A
b ©) ®
Y
[ zu uns , [ von uns weg

A

Wir betrachten verschiedene Platzierungen der Leiterschleife in einem homogenen Feld B .

1. Ampéresches Gesetz (3.29)

Die Krifte 7 und Fj versuchen, den Leiter

zusammenzudricken. Aus thnen resultiert

\

B keine Drehbewegung.

B

@4
|
Y
)
Y
ol

éﬁz

B - B
F
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5. Offenbar ist die Gleichgewichtslage

EJ)

—> B
X
F
©)
L
i i,
®
Berechnung des Drehmomentes:
T
y J+p==
4 2
@ ﬁ’ ) ) i 0
D=puxB ; D=| 0
%
D
2 (P> - } .
9 o ‘D‘ =D_ =—uB _sing
71 (z-Achse zeigt zu uns.)
®
D=7 xF +F, xF,
n=-r 41 = _Fz
D=2 xF)
c, ab.—a.b,
Erinnerung: Vektorprodukt ¢ = dx b : ¢, |=|ab, —anb,
c, ab,—ab,
da = i(di X E)
c
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Fe-Llpolx| o ||==2L B,
c c
1 0 0
ool 5cosd 0
[):2(171><131):—— -4sind [x| B,
“I o 0
0 2b
D=| 0| ; DZI——IECOSQ-BX
D, ‘
a-b T
D =-I—Bcos§ ; G+p=—
c 2

D, =-1%2 B ging
C

l-ab I-f

C C

Aus Vergleich folgt: u = | ,[1| = (3.30)

f: Die von der Leiterschleife umschlossene Fliche.
Gerichtete Flache: ]7

|

(Schraubensinn)

~
~I

(3.31)

!
Il

Diese Formel gilt allgemein fiir eine beliebig geformte Leiterschleife (falls diese in einer
Ebene liegt).
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Beispiel:
Magnetisches Moment einer einzelnen

Ladung, die sich auf einer Kreisbahn bewegt.

L (|\7| = konst., z. B. Elektron)
Drehimpuls: L =7 x p
1. qv
2. In der Mechanik hatten wir abgeleitet
/A = LL = /A = konst.
dt  2u dt
f= LL -T , Umlaufzeit T ; ]7 = LZ -T ; me: Masse des umlaufenden Teilchens.
2meg 2meg
p=tL L Ly mit 7=2
c ¢ 2m,
g=—2 7 (3.32)
2mgc

Diese Beziehung ist von grundlegender Bedeutung in der Quantenmechanik. Dort gilt:

L|=nn p=tl
2r
| ~_ 9 . __49
,u| =——nh ; up=——h  Bohrsches Magneton
2mc 2mc
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