5 Lorentztransformation

Ziel/Hintergrund: Betrachtung von Ereignissen in verschiedenen Inertialsystemen, die sich

relativ zueinander mit einer Geschwindigkeit V bewegen. Giiltigkeit der Maxwellgleichungen

in solchen Inertialsystemen und Vereinfachung der Maxwellgleichungen.

5.1 Orthogonale Transformation

Eine orthogonale Transformation vermittelt zwischen verschiedenen kartesischen Koordina-

tensystemen:

Der Massenpunkt P hat unterschiedliche Ko-
ordinatenwerte in den verschiedenen KS;
diese sind durch die orthogonale Transforma-

tion miteinander verkniipft.

3
X'j =Zajixi (5.1)
i=1
mit
3
Za ji%jk =ik (Orthogonalitét) (5.2)
j=1
) 1 fir i=
mit Kroneckersymbol oj = . (5.3)
0 fir i=#k
Andere Schreibweise:
X aip o a3\ X
Xy |=|ap1 @y a3 | Xy | oder X'=aX (54) mit o' o =1 (5.5)
X3) \a31 a3 a3\ X3
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Die Matrix « ist orthogonal und die Transformation heif3t orthogonal. Fiir die obige Abbil-

dung einer Drehung um die X3-Achse mit Drehwinkel ¢ ist

cos¢gp sing 0
a=|—-sing cosg O0]. (5.6)
0 0 1

(Aus ala=1 folgt, dass die Spalten- und Zeilenvektoren jeweils orthonormiert sind; leicht

tiberpriifbar fiir das gegebene Beispiel.)

Tensordefinition

Definition: Ein Tensor N-ter Stufe ist eine N-fach indizierte Grofle T;

|1i2 IN 5 dle SiCh komp()-

nentenweise so transformiert wie der Ortsvektor, also

Il IN Z zall Jl aiN jN T|1 IN (Tensor) (5.7)
=1l jn=l

Tensor nullter Stufe — Skalar

Tensor erster Stufe — Vektor

Das Kroneckersymbol ist durch Zahlenzuweisung unabhingig vom KS definiert; in jedem

KS' gilt ebenfalls Jj = Jjy . Das erfiillt die Definition eines Tensors:

ik = zzalnakl nl = zalnakn = Sik (5.8

n=1l=1 n=1

Das Kroneckersymbol wird auch als Einheitstensor bezeichnet; die Matrix (5ik ) ist die Ein-

heitsmatrix.
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Kovarianz (unter Transformation)

Tensoren wurden durch ihr Verhalten unter orthogonaler Transformation definiert (hier in
Bezug auf kartesische Koordinatensysteme).
Aus der Definition folgt, dass Tensorgleichungen kovariant, das bedeutet forminvariant, un-

ter orthogonaler Transformation sind.

3
Beispiel: Gleichung V; = ZSU—W j bzw. V=3W (5.9)
j=1

T

Multiplizieren von links mit & , auf rechter Seite einfligen von " a =1 ergibt

3
oV =aSW =aSa’ oW, also V'=SW' oder V{= Siwi. (5.10)
j=1

Diese Gleichung in KS' ist von der gleichen Form wie in KS; daher forminvariant.

5.2 Die Lorentztransformation

y ' Ein Ereignis hat verschiedene Koordinaten in
Islr J den verschiedenen Intertialsystemen IS und
IS Ereignis (X.t) IS'. Die Koordinatenwerte sind durch die
o oder (X.t) Lorentztransformation miteinander ver-

kniipft.

<l
—_ ——

Die orthogonale Transformation vermittelt zwischen verschiedenen kartesischen Koordina-

tensystemen; die Lorentztransformation vermittelt zwischen verschiedenen Inertialsystemen.

Das IS habe drei kartesische Raumkoordinaten X, y und zZ und eine Zeitkoordinate t (fiir eine in

IS ruhende Uhr).
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Die Raum-Zeit-Koordinaten werden mit X¢ bezeichnet:

(xer)=(x0,x1,x2,x3)=(ct,x,y,z) mit ¢ — Lichtgeschwindigkeit (5.11)
Die Angabe von bestimmten Werten der Raum-Zeit-Koordinaten definiert ein Ereignis. Ein
solches Ereignis habe in IS die Koordinatenwerte x¢ und in IS' die Werte X' . Die Lorentz-

transformation zwischen diesen Koordinatenwerten ist linear:

X'a = A%Xﬂ +ba Lorentztransformation (5.12)

Als Summenkonvention wird vereinbart, dass iiber gleiche Indices, von denen einer oben und

der andere unten steht, summiert wird; das Summenzeichen wird nicht mitgeschrieben.

Die Bedingung fiir die Festlegung der Koeffizienten /1% ist die Invarianz des vierdimensiona-

len Abstandes zwischen zwei Ereignissen und lautet hier:

1 0 0 O
] ( ) (aﬁ 0 -1 0 O ) .
mit 7 =\nyp )= )= 0 0 -1 0 n — Minkowskitensor (5.14)
0O 0 0 -1

(Analogie zu o' o= 1)

5.2.1 Definition des Lorentztensors

Ein Lorentztensor 1. Stufe ist jede einfach indizierte GroBle V ¢, die sich wie die Koordinaten

X& transformiert:

VB =Ava, (5.15)
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(04
Beispiele fiir Lorentztensoren sind dx2 und die 4-Geschwindigkeit u® = Cd;(—.
S
Ein Lorentztensor N-ter Stufe ist eine N-fach indizierte Grof3e, die sich wie
1 aN = A4 AN T BB
T Alb,l.../llb,NT (5.16)

transformiert. Ubliche Bezeichnungen: Vierertensor, 4-Tensor.

Das Hochstellen der Indices ist eine willkiirliche (aber bedeutsame) Festlegung. Jedem Vektor

V& wird durch

Vg =np,V? (5.17)
ein Vektor zugeordnet, bei dem die Indices unten stehen. Umkehrung: V7 = n%ﬁv B

Fiir die Koordinaten gilt dann: (Xa ) = (XO VX1, X0, X3 ) = (Ct ,—X,—y,—Z) (5.18)
Die Indices oben und unten fithren zu einer vereinfachten Schreibweise, z. B.

ds? = dx,, dx“ (hier wohl noch nicht sichtbar) (5.19)
Entsprechend gilt fiir die Tensoren:

Top =Naatpp TP T =1 T TP =1, TP (5.20)
Bezeichnungen

T+ _ kontravariante Komponenten des Tensors (Indices stehen oben)

V... — kovariante Komponenten des Tensors (Indices stehen unten)

T g — gemischte Komponenten (Reihenfolge der Indices nicht vertauschen!)
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Transformation der kovarianten Tensoren:

V=15V = UaﬂA'fV V= UaﬂAfﬂyﬁV(s = AVs.

Hier haben wir die Matrix Zg = 770,/,7/15 n’ g eingefiihrt.

Multiplizieren mit A% :

AGNE =g TP A2 = 71, = 52
Entsprechend gilt: A% A% =59

Damit folgen die Riicktransformationen

V7 :5/§vﬂ :ZgA%vﬂ = Ay

_ sy AP _ '
V, =N g = Ay AN g = AN,

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Zusammenfassung: kontravariante Vektoren werden mit A% , kovariante mit Zg transfor-

miert. Die Riicktransformation wird durch die jeweils andere Grofe vermittelt.

5.2.2 Rechenregeln fur Lorentztensoren

Sind S und T Tensoren, dann gilt:

1. Addition: aS% N +bT %12N st ein Tensor der Stufe N. a, b sind Zahlen.

2. Multiplikation: S#1~@NTA1--Am st ein Tensor der Stufe N +M .

Insbesondere sind ds? = dx%dx, und ST, Lorentzskalare.
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4. Tensorgleichungen: Gilt S% =U AT p in jedem IS, dann ist U % ein Tensor zweiter

Stufe.

5.2.3 Tensorfelder

Erweiterung der Tensordefinition auf Felder: Die Funktionen S(X), Vva (X) und T (X) sind

jeweils ein Skalarfeld, Vektorfeld oder Tensorfeld, falls:

S'(x")=S(x)

V'@ (x)= A5V #(x)

T/ (x') = A2 AZT 79 (x)

Hierbei sind die Argumente mitzutransformieren, also X' = (X'“ ): (A%Xﬂ )

Tensorfelder konnen nach den Argumenten abgeleitet werden:

s _
6X’a = Ag und damit

Aus V7 = AZV'% (5.25) folgt P
X

0 :axﬁ o _ i o
X' ox'® oxP oxP

) ) 0 .= ) ) )
Also transformiert sich —— mit Ag und ist daher ein kovarianter Vektor.

ox%#

D o . . :
Entsprechend transformiert sich v wie ein kontravarianter Vektor.
X(Z

Wir kdnnen den d'Alembert-Operator (oder Viereck-Operator) definieren:
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(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)



2
0=L 9 4 (5.33)

c? ot?

Aus den Vektoreigenschaften von 0, und 0% folgt, dass der d'Alembert-Operator ein Lo-

rentzskalar ist:

2
B _ap 10
D—@aaa —ﬂa aaﬁﬂ —C—28t—2—A . (534)

5.3 Kovarianz

Die Maxwellgleichungen gelten in allen Inertialsystemen. Formal bedeutet dies, dass sich ihre
Form durch die Lorentztransformation nicht dndert: Sie sind forminvariant oder kovariant.

Dies wird durch eine kovariante Schreibweise zum Ausdruck gebracht.

Unter dem Relativitédtsprinzip versteht man die Aussage, dass alle Inertialsysteme gleichwer-
tig sind, das heif3t, dass die grundlegenden Gesetze in allen IS die gleiche Form haben. Das
Relativitéitsprinzip wurde urspriinglich von Galilei aufgestellt.

Bis zum Beginn des 20. Jahrhunderts wurde die Galileitransformation fiir den Ubergang zwi-
schen verschiedenen IS benutzt. Sie impliziert, dass sich das Licht in verschiedenen IS unter-
schiedlich schnell bewegt. Wenn sich Licht in IS' mit Geschwindigkeit ¢ fortpflanzt, dann gilt

mit Galileitransformation:

x=X"+vt', t=t' ’
X
—c N Friaa’ (5.35)
Galileitransformation

Licht wiirde sich also in IS mit c+Vv # ¢ fortpflanzen.
Maxwellgleichungen haben Wellenlosungen, die sich mit ¢ fortpflanzen. Nach dem Relativi-

tatsprinzip von Galilei wéren die Maxwellgleichungen nichtrelativistisch und nur in einem

bestimmten IS giiltig (glaubte auch Maxwell selbst).
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Licht pflanzt sich jedoch in jedem IS mit gleicher Geschwindigkeit fort und

| Maxwellgleichungen gelten in jedem IS. | (5.36)

Das Einsteinsche Relativitéatsprinzip bedingt eine andere Transformation zwischen den IS. Es

geht von der Invarianz von ¢2dt2 —dF? aus, aus der die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

unmittelbar folgt:

i c’dt’? —dx'? =c?dt® —dx’ ;
X _¢ 5 X _¢ (5.37)
dt’ dt

Lorentztransformation

Die linearen Transformationen, die c2dt? —dr? invariant lassen, sind die Lorentztransforma-

tionen.

Das Relativitétsprinzip von Einstein ist die physikalische Grundlage der Speziellen Relativi-

tatstheorie.

5.3.1 Lorentzinvarianz der Ladung

Es wird gezeigt, dass aus der Aussage ,,Maxwellgleichungen gelten in jedem IS (5.36) die
Lorentzinvarianz der Ladung folgt. (Also: Die Ladung ist unabhingig von der Geschwindig-

keit.)

Aus den Maxwellgleichungen folgte die Kontinuititsgleichung:
%+div i(F.t)=0. (5.38)

Wir fassen wieder die Zeit- und Ortskoordinaten zu Lorentz- oder 4-Vektoren zusammen:

(x)=(x0,x!,x2,%3)=(ct,x,y,2)=(ct,F) und &, :aia' (5.39)
X

Die zugehdrigen kontra- und kovarianten Komponenten sind
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(X )=(X0,X; X2, %3 )= (ct,—x,~y,~z)=(ct,~F) und 0% =—. (5.40)

Wir fiithren die folgende vierfach indizierte Grofe ein:
(ja)=(0p,jx,jy,jz). (5.41)

Dies ist zunichst eine Definition und noch keine Aussage liber das Transformationsverhalten.

Damit lésst sich die Kontinuitdtsgleichung folgendermal3en schreiben:
04 i%(x)=0. (5.42)

Erinnerung: Uber zwei gleiche Indices, die je oben und unten stehen, wird summiert. Im Ar-
gument steht X fiir (t, F) oder fiir (XO, xL,x?, %3 ) Wegen ,,Maxwellgleichungen gelten in je-
dem IS* gilt diese Beziehung auch in allen Inertialsystemen (die gestrichenen Grof3en bezie-

hen sich auf ein beliebiges, relativ zu IS bewegtes IS'):
8%, j'*(x')=0. (5.43)

Aus (5.42) und (5.43) folgt, dass 0, j¢ ein Lorentzskalar ist. Da 0, ein 4-Vektor ist, gilt fiir

die Viererstromdichte j¢

j% (X) ist ein 4-Vektorfeld, also j'¢ (X') = A%

%37 (x). (5.45)

Zur Diskussion dieser Transformation von j¢ betrachten wir den Fall, dass es in IS nur eine

Ladungsdichte p gibt, also

i%)=(cp.0). (5.46)
In einem relativ mit V bewegten IS' ist die Viererstromdichte dann
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(i"* )= A@Xep.0)= (cp~p7) = o'~ p9), (5.47)

1

wobel y=———. (5.48)
J1-v2/c2
Fiir die Ladungsdichte, also Ladung pro Volumen, gilt daher
, dqg’ d
o= -4 (5.49)

Cav’ dv

Das betrachtete Volumenelement erleidet bei der Transformation in der Richtung von V eine

Langenkontraktion, also
dVv'=dV41-v2/c2 _av (5.50)
/4

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
dg=dq’. (5.51)

Da dies fiir jedes Ladungselement gilt, ist die Ladung
q= lJ. jO (X)dV ein Lorentzskalar. (5.52)
c

Die Lorentzinvarianz der Ladung bedeutet physikalisch, dass die Ladung eines Teilchens un-
abhéingig von seiner Bewegung ist. Ein geladenes Teilchen, das sich mit V bewegt, ruht in
einem IS', das sich mit V relativ zu IS bewegt. Die Ladung q des bewegten Teilchens ist im-
mer gleich der Ruheladung q'. Die GroBe der Ladung ist also unabhingig von der Geschwin-
digkeit.

Experimentell wird die Unabhéngigkeit der Ladung von der Geschwindigkeit durch die Neu-
tralitdt des Wasserstoffatoms verifiziert. Ein Proton und ein Elektron haben die Gesamtladung

null und zwar unabhéngig davon, ob die Teilchen ruhen oder nicht. Dies gilt z. B. nicht fiir die
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Masse: Die Ruhemasse des Wasserstoffatoms ist nicht die Summe der Ruhemassen von Pro-
ton und Elektron.

Die Neutralitit des Wasserstoffatoms wird mit groBer Genauigkeit nachgewiesen: Gébe es

etwa Anderungen der Ladung von der Grofe O(V2 / c2 ), so hitte ein Wasserstoffatom wegen

Ve ~¢/100 eine Ladung von |q| ~10~%e . Ein Mol Wasserstoff hitte dann die (riesige) La-

dung von Q ~6- 10"e ~10C . Die Lorentzinvarianz ist eine Konsequenz aus ,,Maxwell gilt in

jedem IS*.

5.3.2 Kaovariante Maxwellgleichungen

Wir stellen nun die kovariante Form der Maxwellgleichungen auf, und zwar zunichst fiir die

Potenziale. Dazu gehen wir von folgenden Gleichungen aus:

1 6% .. .
(A —C—zdt—z}o(r,t) = —47p(F,t) (5.53)
2 — -
[A—C%%JA(FJ): —47” i(7.1) (5.54)

Wir fiithren die folgende, vierfach indizierte GroB3e ein:
(A)=(p,Ac Ay A, ). (5.55)
Wieder: Dies ist zunéchst eine Definition, keine Aussage tiber das Transformationsverhalten.

1 62

Mit Verwendung des d'Alembert-Operators 0= 0%0,, = —ZE—A erhalten wir eine Dar-
C

stellung der Gleichungen (5.53), (5.54) in der Form

O A% (x) = hi2 j¢ (X) Kovariante Maxwellgleichungen fiir die Potenziale (5.56)

c
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Die Maxwellgleichungen gelten in allen IS. Mit j¢ muss daher auch die linke Seite O A (X)
von Gl. (5.56) ein Lorentzvektor sein. Da der d'Alembert-Operator ein Lorentzskalar ist, folgt

fiir das Viererpotenzial:

A%(x) ist ein 4-Vektorfeld. (5.57)
Damit ist 0, A% ein Lorentzskalar und die Lorenzeichung gilt ebenfalls in jedem IS:
8, A%(x)=0. (5.58)

Die Maxwellgleichungen zusammen mit der Lorenzeichung und die Kontinuititsgleichung
sind kovariante Gleichungen, das heifit, sie sind forminvariant unter Lorentztransformation.

(Zur Erinnerung, es gab noch die Bedeutung kovariant — Indices unten, kontravariant — oben.)

Jetzt werden wir noch die kovariante Form der Maxwellgleichungen fiir die direkt messbaren

Felder E und B aufstellen. Die Verbindung dieser Felder mit den Potenzialen war
1 -

E=-Vp——— und B=VxA. (5.59)
c ot

Wir definieren den antisymmetrischen Feldstarketensor F%# folgendermafen:

Faf —papb —ofpa (5.60)
Aus dieser Definition folgt sofort, dass F @8 invariant ist unter der Eichtransformation

A% > A% —0%A. (5.61)

Aus den Gleichungen (5.59) und (5.60) folgen die Komponenten des Feldstarketensors:
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(F)= B0 75 B (5.62)

Dabei sind die Vorzeichen zu beachten: 8' = ai = —% =-V-€,.
X X

Beim Ubergang zum kovarianten Feldstirketensor F, , bleiben die 00- und ij-Komponenten

gleich, wihren die 0i- und i0-Komponenten einen Vorzeichenwechsel erfahren:

0 E E E

(20 L |-E, 0 -B, B
(Fy) = (7,7,F")= £ B 0 sl (5.63)

y z X

~E, -B, B

(Aus der Definition des Feldstéirketensors (5.60) folgt, dass F % ein Lorentztensor zweiter

Stufe ist. Aus dem bekannten Transformationsverhalten dieses Tensors ldsst sich dasjenige

von E und B ablesen.)

In Gleichung (5.56) fiigen wir auf der linken Seite den Term

050 AP =099 5 AP =0 (5.64)

hinzu. Unter Berlicksichtigung von O =0 ﬂéﬁ folgt dann
0,(08A7 —00aB)= 2 ja. (5.65)
c

Dies sind die vier inhomogenen Maxwellgleichungen fiir F af (5.60):
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a=0, divE=4zp

4 .
0 ,F P =22 j%(x B B (5.66)
/ C ) o =i, rotB—E:4—7[j
C ¢

Mit dem total antisymmetrischen (Pseudo-)Tensor

+1, falls (a JB.y,0 ) gerade Permutation von (0 1,2 ,3)
g%Pr% =1 falls (a,f,y,5) ungerade Permutation von (0,1,2,3) (5.67)

0, sonst

kann man den dualen Feldstidrketensor definieren:

(5.68)

Der duale Feldstéarketensor ist ein antisymmetrischer Lorentzpseudotensor 2. Stufe. Die ho-

mogenen Maxwellgleichungen lassen sich mit dem dualen Feldstérketensor ausdriicken:
= pa _
OgF"™ =0

0
B (5.69)

Damit lauten die Maxwellgleichungen fiir die physikalischen Felder F ap .

4r . ~
e i (X)’ dpF pe =0 Kovariante Maxwellgleichungen (5.70)

0 gFPo =

Diese Form hat Vorteile gegeniiber der urspriinglichen Form:
- Die Gleichungen sind von einfacherer Struktur.
- Die Struktur der Gleichungen spiegelt die Kovarianz gegeniiber Lorentztransformation

wider. (Die gilt sonst auch, ist aber nicht offensichtlich.)
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5.4 Relativistische Verallgemeinerung der Elektrodynamik

Angesichts der Kovarianz der Maxwellgleichungen kann man die Frage stellen, inwieweit
sich die Maxwellgleichungen zwangslaufig als relativistische Verallgemeinerung der Elektro-
statik ergeben.

Also: Gentigen das Coulombgesetz und das Einsteinsche Relativitétsprinzip, um die Max-

wellgleichungen festzulegen?

Um die Feldgleichungen der Elektrostatik zu verallgemeinern, konnte man darin einfach die

Argumente I durch r,t ersetzen:

Ap(F)=—4mp(F) —  Ap(F,t)=—47zp(F.t). (5.71)

Dies allein ergiibe allerdings ein Fernwirkungsgesetz, denn die Anderung von p an einer

Stelle wiirde die sofortige Anderung von ¢ an einer anderen Stelle bedingen.

Nach der Speziellen Relativitétstheorie konnen sich Wirkungen aber maximal mit Lichtge-

schwindigkeit fortpflanzen. Das erreicht man durch die Ersetzung
A - -—-0O. (5.72)

Danach ist die addquate partikuldre Losung durch das retardierte Potenzial ¢, gegeben.
Die Forderung, dass sich die Auswirkungen einer Anderung von p mit Lichtgeschwindigkeit

fortpflanzen, ist damit erfiillt.

Wenn man relativ zueinander bewegte IS betrachtet, fiihrt eine Ladungsdichte zwangslaufig

auch zu einer Stromdichte. Daher ist die Ladungsdichte durch die 4-Stromdichte zu ersetzen:

p - (i%)=(co.1). (5.73)

Entsprechend hatten wir ¢ durch das 4-Vektorfeld (A“ ): ((0, A) ersetzt (5.55).
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Lorentzkraft

Wir ergénzen die kovarianten Feldgleichungen durch die kovarianten Bewegungsgleichungen.

Auf eine Punktladung wirkt die Lorentzkraft
. .V -

Da wir diese Kraft im Rahmen der Elektrostatik und Magnetostatik eingefiihrt haben, ist nicht

von vornherein klar, ob sie auch relativistisch (in jeder Ordnung von V/c ) richtig ist. Wir

setzten daher zunéchst nur voraus, dass die Lorentzkraft im Grenzfall V/c — 0 gilt.

Fiir V/¢c — 0 gilt das zweite Newtonsche Axiom:

m% = qE’ (relativistisch richtig in IS"). (5.75)

Dabei ist IS' das Inertialsystem, in dem das Teilchen zum betrachteten Zeitpunkt die Ge-
schwindigkeit V' =0 hat.

Durch eine Lorentztransformation konnten wir die relativistisch giiltige Bewegungsgleichung
in IS erhalten, in dem das Teilchen die Geschwindigkeit V hat. Es ist aber einfacher, von der

kovarianten Form der relativistischen Bewegungsgleichung auszugehen:

o
dcl; =f (Bewegungsgleichung aus Mechanik). (5.76)
T

2
. . . . v .
Die Ruhemasse m und die Eigenzeit dz =dt, fl——z sind Lorentzskalare.
c
Die 4-Geschwindigkeit ist ein Lorentzvektor:

o) T ¢ v =ylc.V). .
(U )_[ dTJ_ \/l—vz/c2 ,\/l—vz/c2 =r(e) G77)
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Die Minkowskikraft f¢ auf der rechten Seite von (5.76) ist ebenfalls ein Lorentzvektor.

Gesucht wird nun die Minkowskikraft f ¢, die das elektromagnetische Feld auf ein geladenes
Teilchen ausiibt. Wegen der Gleichung fiir die Lorentzkraft erwarten wir, dass f ¢ linear in

der Feldstirke F %7 | linear in der Geschwindigkeit U und proportional zur Ladung q ist.

Der einfachste Ansatz ergibt die folgenden Bewegungsgleichungen:

[04
m ddu_ _9Fas Ug kovariante Bewegungsgleichungen. (5.78)
T C

Argumentation fiir die Richtigkeit dieser Gleichung:
1. Die GI. (5.78) ist kovariant. Wenn sie in einem IS richtig ist, so gilt sie auch in IS'.

2. Als spezielles Inertialsystem wihlen wir das momentan mitbewegte IS'.

In diesem IS' gilt v' =0, dz =dt’ und damit

du'“ av’
) (0] o

Wegen (u,)=(c,0) in IS' wird die rechte Seite von (5.78) zu

%(F’“ﬂu’ﬁ):%(F’“Oc)=(O,qE’) (5.80)

Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass die kovariante Bewegungsgleichung

(5.78) in IS' zur Bewegungsgleichung (5.75) wird, also giiltig ist.

Die relativistische Bewegungsgleichung (5.78) wird mit Hilfe der Geschwindigkeit V und der

Felder E und B ausgedriickt: Fiir =0 und =i ergibt dies:

d mc? _

- =¢E- 5.81
&t o qE-V, (5.81)
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d mv

Y
am_q[azxs) (5.82)

Die Argumente der Felder sind I und t. Dabei ist fiir I' der Ort F(t) des Teilchens einzuset-

zen und V(t)=dF/dt ist die Geschwindigkeit des Teilchens.
. s dv -V = v2
Fiir v/c <<1 folgt die Ndherung ma =q E+—xB |+0] —|. (5.83)
C
Die Lorentzkraft ist die relativistisch richtige Kraft.

Relativistische Energie

Annahme: Die Teilchen bewegen sich in einem elektrostatischen Feld E=-— grad (o(r).

Mit

d .. dr o=
il - — —_v-E
LT ()=gradp—-=—

wird die Bewegungsgleichung fiir « =0 (5.81) zu

d mc?2
— | ——=——+qe(f(t))|=0. (5.84)
dt| i —v(t)z/c2
Hieraus folgt
;/mcz + (¢ = const. (5.85)

oder ausfiihrlicher:
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mc2  + mc? (7/—1) + q(p(r) = const. (5.86)
Ruh i ST~ .
URCCNCIEIC  Kinetische Energie  Potenzielle Energie

Dies ist eine ErhaltungsgrofBe, die aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet wurde.

Aus der Bedeutung von ¢ als potenzielle Energie folgt, dass es sich um die Energie des

Teilchens im Potenzial handelt. Die Energie des Teilchens ist erhalten, weil es sich in einem

zeitunabhéngigen Potenzial bewegt.

Die ersten beiden Terme in (5.86) werden zusammen auch als relativistische Energie oder

Energie des freien Teilchens bezeichnet:

2
E=—w—— relativistische Energie. (5.87)

1-v2/c?
Die kinetische Energie
Eyin = E(v)-E(0)=mc?(y - 1)
ist die Energie, die notig ist, um das ruhende Teilchen auf die Geschwindigkeit v zu bringen.

Der Term
E(0)=mc? (5.88)

ist die Ruheenergie des Teilchens — Aquivalenz von Masse und Energie.
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