Wolfram Liebermeister 28.10.2013

K

% HU-Berlin - Institut fiir Theoretische Biophysik

Einfiihrung: Integrale

* Anlehnung an die Vorlesung Héhere Mathematik 3
-|33 von Michael Eisermann,

www.igt.uni-stuttgart.de/eiserm

Tutoren: Wolfgang Giese, Bjorn Goldenbogen
(wolfgang.giese@biologie.hu-berlin.de, bjoern.goldenbogen.1@biologie.hu-berlin.de)

1 Integralsatze - Motivation

Bild zum ”Electrostatic Halftoning“ aus [1].

1.1 Ziel

Der Prototyp fiir die nachfolgenden Integralsatze ist der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI): Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R:
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Der HDI kann als Spezialfall der hoherdimensionalen Verallgemeinerung vom Staz
von GauB} aufgefasst werden. Fiir f: R" D D — R” gilt:

/dw (f) dXZ/f-ﬁaDyda.
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Dabei ist D ein Gebiet (engl. ”"Domain®). Im Folgenden ist das Gebiet meistens
eine Flache oder ein Volumen und wir erhalten die bekannten Sitze von Stokes und

Gauf.
/dm( 3dV:/f~dﬁ.

Satz von Gauf3 :
v av

Satz von Stokes :

A/rot(f)-d/f=@{f-d§.

Ziel dieser Einfiithrung ist der Umgang mit Weg- und Flachen- Integralen die in der
Elektrodynamik auftreten.

2 Wegintegrale

2.1 Wege und Kurven
Ein Weg ist eine stetige Abbildung:

7 [a,0] = R% 4(t) = (n(t), (1) (2D ) bzw.
7 [a,0] = R? (1) = (n(t), 72(t), 75(t) (3D)

Sein Bild, oder auch Spur, ist die Bildmenge:

I'=7(a,b]) = {7(t)|a < t < b}.

Jedem Zeitpunkt ¢ € [a, b] wird ein Bildpunkt ¥(¢) € I" zugeordnet. Man sagt auch:
v ist eine Parametrisierung der Kurve T'.
Beispiel: ' = {(z,y) € R?|2? + y* = 1,y > 0} wird parametrisiert durch:
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Eine Mdoglichkeit 7 : [0, 7] — R?, F(t) = (cos(t), sin(t)),
Eine andere Méglichkeit 7 : [—1,1] — R?, F(t) = (t, V1 — ),

Noch eine andere Moglichkeit 7 : [0, 27] — R?, F(t) = (cos(t), |sin(t)|),

2.2 Lange einer Kurve

Sei 7 : [a,b] — R™ injektiver (der Weg besucht jeden Punkt der Kurve nur genau
einmal) und stiickweise stetiger Weg. Dieser kann durch kleine gerade Streckenseg-
mente wie in der Abbildung approximiert werden. Ist also P = {a =1ty <t; <--- <
ty = b} eine Partitionierung des Intervalls [a, b], so konnen wir die Lange des Weges

durch:

03, P) = V() = 1)) + (ate) = 2(ti-1))? + (ya(te) = 7a(t-1))?
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nahrungsweise berechnen. |.| ist hier die euklidische Norm bzw. Abstand. Beim



Ubergang zu infinitisimal kleinen Streckenabschnitt gilt:

N N te
05, P) =3 ) — 7)) 203 / 5 (t)dt]
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Damit gilt fiir die Léange einer Kurve:

b
() = [
Beispiel: Lange eines Funktionsgraphen
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Jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R definiert einen Weg durch:
7+ a,b] = B? mit 7(¢) = (£, £(1)).

Es gilt 4/(¢t) = (1, f/(t)) und |¥' ()] = /1 + f'(t)?, also

() = / VIt 2.

Beispiel: Lange eines Halbkreises



[ ={(r,y) € R?*2* +y* =1y > 0}
wird parametrisiert durch:
5[0, 7] = R, 5(t) = (rcos(t), rsin(t)).
Es gilt 7'(t) = (—rsint, rcost), also |¥'(t)| = r und damit

() = / 7(8)dt = 77

Dies Formel gilt natiirlich nur fiir glatte Kurven. Nichtreguliare Kurven konnen oft
in regulare Kurven zerlegt werden. Diese konnen dann einzeln hintereinander inte-
griert und anschliefend verkniipft werden.
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So kann man dann auch iiber eckige Kurven oder ungewohnliche Rénder integrieren.

Réander sind per mathematischer Konvention immer so orientiert, dass das Gebiet
links des Randes liegt.



2.2.1 Tangententen- und Normaleneinheitsvektor

Sei A eine Fldche und 7 : [0,1] — OA eine regulidre Parametrisierung des Randes.
Wir wéhlen die Orientierung so, dass A links von 4 liegt. Im Punkt Z = 4(¢) mit
0 <t < 1 definieren wir den Einheitstangentenvektor:

- ()
taA((ﬂ) == s
[7(#)]
Wegen
~ o [T
loa(D)] = = =1
[7(#)]
hat er die Lange 1. Zu einem Vektor 7 = (v;,v3) € R? ist der um 90° (im

Uhrzeigersinn) gedrehte Vektor:
O (v1,v2) = (vg, —v1).
Aus dem Tangenteneinheitsvektor gewinnen wir so den Normaleneinheitsvektor:
oa(z) =0 toa(x).

Anmerkung: Dies geht natiirlich nur dort, wo der Rand keine “Ecken” hat. An
den Stiicken, wo der Rand zusammengesetzt ist und ” Ecken “ auftauchen, kann man
keinen Normalenvektor definieren.

AuBlerdem: Da per mathematischer Konvention das Gebiet immer links des Randes
liegt, zeigt der Normalenvekor aus dem Gebiet heraus!

2.3 Wegintegrale erster Art

Sei A C R™ offen und 7 : [a, b] — OA stiickweise stetig differenzierbar. Ein Skalarfeld
ist eine stetige Abbildung f : D — R. Das Wegintegral von f iiber 7 ist:

fds == [ FO@)F ()]dt.
Jre=]

Das heifit also ein Wegintegral erster Art summiert die Werte eines Skalarfeldes
entlang eines Weges auf. Fiir f = 1 erhalten wir wieder die Lange des Randes bzw.
der Kurve. Andere Schreibweisen fiir das Wegintegral erster Art:

[ ris= [ iz = [ s1as.
0A ol Y



2.4 Wegintegrale zweiter Art

Sei D C R™ offen und 7 : [a,b] — I' C D stiickweise stetig differenzierbar. Ein
Vektorfeld ist eine stetige Abbildung f : D — R"™. Das Wegintegral zweiter Art von
f tber 7 ist:

/ frds= /b FOIE) - ().
0A a

Das heif3t also ein Wegintegral zweiter Art summiert die Anteile des Vektorfeldes auf,
die tangential zum Weg liegen. Andere Schreibweisen fiir das Wegintegral zweiter

8{f~d§=/<ﬂd§>:/<ﬂd7>.
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Anmerkung: Das Wegintegral zweiter Art lasst sich auch iiber das Skalarprodukt
zwischen den Anteilen eines Vektorfeldes, die im rechten Winkel zum Weg orientiert
sind, definieren. Dies wird aber in unserem Fall nicht benotigt.

Ein Wegintegral zweiter Art ist zum Beispiel das Arbeitsintegral. Dort wird die

Kraft entlang eines Weges innerhalb eines Kraftfeldes integriert. Das entspricht der
geleisteten Arbeit.
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Arbeit = Kraft e Weg

Anmerkung: Zu beachten ist, dass sich das Vorzeichen umdreht, wenn das Wegin-
tegral in umgehrter Richung durchlaufen wird. Daraus folgt, dass fiir eine geschlossene
Kurve in einem konstanten Kraftfeld die Arbeit immer null ist.

3 Flachenintegrale

Analog kénnen wir auch Integrale iiber Flachen definieren.



3.1 Flachenintegrale erster Art

/ F|dA| bzw. alternative Schreibweise: / fdA
A A

fir ein Skalarfeld f : R® — R.

3.2 Flachenintegrale zweiter Art

Flachenintegral zweiter Art:
/ f -dA bzw. alternative Schreibweise: / f -ndA
A A

fiir ein Vektorfeld f: R? — R3.

4 Der Satz von Stokes und die Rotation

4.1 Die Rotation eines Vektorfeldes

Zur Erinnerung:

af;
Oif; = =2.
fj 8xl
Die Rotation eines Vektorfeldes f :R3 — R3 ist wie folgt definiert:
[Oufs—ufy
rot(f) = | 0sf1 — i fs
O f2— 02 fi
Alternative Berechnungsmoglichkeiten:
. €1 €3 €3
’T‘Ot( ): 81 (92 (93 .
fi o fs
Niitzlich fiir Berechnungen ist aber vor allem Berechnung iiber den Epsilon-Tensor:
0,  falls zwei Indizes gleich sind,
€k = § 1, bei einer geraden Permutation von 1,2,3,...,

—1, Dbei einer ungeraden Permutation von 1,2,3,....

Das Tauschen zweier Indizes fiihrt also zur Umkehr des Vorzeichens des Epsilon-
Tensors! Fiir die Rotation folgt also:

. €1,2302f3 + €1.3203 f2
rot(f) = | €23105f1 + €21301f3 | = Z €., k0; fr€;.

€31,201f2 + €32102 f1 i,5,k=1,2,3



4.2 Der Satz von Stokes

Satz von Stokes : Fiir cine Fliche A € R3 mit stiickweisegalltem Rand ist das
Integral der Rotation eine Vektorfeldes iiber diese Flache gleich dem Wegintegral
zweiter Art iiber dessen Rand. In Formelschreibweise

/rot :/fds

A

Das linke Integral beim Satz von Stokes ist ein Flachenintegral und das rechte ein
Wegintegral zweiter Art.
Damit wird ein Flachenintegral in ein Wegintegral tiberfiihrt bzw. umgekehrt!

Den Satz konnen wir fiir ein Rechteck mathematisch beweisen. O.B.d.A. (Ohne
Beschrangung der Allgemeinheit) kénnen wir annehmen, dass das Rechteck in der
r1-ro-Ebene liegt.

}{2
4
b, — -
Y A
a, — P
[ "
N bl xl

Oy f3 — O3 fa 0
/TOt d / 83f1 — alfg 0 dA / a1f2 a2fl
s 2 \Oifa —Oafi 1 A



Mit dem Hauptsatz der Integral und Differentialrechnung und dem Satz von Fubini:

by bo

1J2 — 02]1 Fugm 1J2 — 02]1) Ax20T
(O1fa — Oaf1) dA (O1fa — Oz f1) dxod
A r1=a1 r2=az2
bo b1 by by
= / 01 fodx dxy — / / O frdxodry
To=ag T1=a1 Tr1=ai r2=az
bo by

HDI / (fa(b1, 22) — folar, x2))dxs — / (f1(21,b2) = fr(a, ag))da

Tro=ag Tri1=ai

= /b2 fa(by, xo)dwy — 72 fa(ar, z2)dxs

Tro=ao Tr2=a2
NG ~~ ~~ >
Int. iiber rechte Kante Int. iiber linke Kante
bl bl
- / fi(z1,by) + / fi(z1, ag)da,
r1=ai r1=ai
N ' - ~ TV
Int. {iber obere Kante Int. {iber untere Kante

:/f.dg
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